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Avant-propos

Cet ouvrage est dédié a un trés cher ami, Richard André-Jeannin, décédé en 2011

Ce livre destiné aux candidats a l'agrégation interne et externe de Mathéma-
tiques complete le cours d’analyse et probabilités pour I'agrégation interne de
Jean-Francois Dantzer dans la méme collection. On trouvera des compléments a
ces deux ouvrages, sous formes d’exercices et de problémes, dans [32], les problémes
proposés pouvant étre utilisés comme entralnements aux épreuves écrites, certains
énoncés de problemes de ce livre étant inspirés de problemes d’agrégation interne
ou externe.

Le niveau de connaissance suffisant pour la lecture de ce cours est celui du
premier cycle universitaire.

Le but est de couvrir une grande partie des thémes d’algebre et géométrie
proposés pour les épreuves orales et j’ai pris soin de faire suivre chaque théoreme
important d’'une série d’applications.

Ce cours est aussi 'occasion de réviser des notions de base pour Iécrit et les
nombreux exercices proposés, tous corrigés en détail, outre le fait qu’ils peuvent
constituer un bon entrainement, peuvent étre utilisés pour des développements
dans les lecons d’oral de I'agrégation externe et interne ainsi que pour des legons
d’oral 2 de l'agrégation interne.

Les premiers chapitres sont consacrés a ’étude des groupes et leur utilisation
en géométrie, en traitant en particulier I’étude des actions de groupe et du groupe
symétrique. Le lien entre groupes et géométrie fait I’'objet d’un chapitre particulier.
On s’intéresse également a 'utilisation des nombres complexes en géométrie et au
groupe linéaire.

L’arithmétique est étudiée dans un cadre général avec I’étude des anneaux prin-
cipaux et euclidiens. L’arithmétique sur I'anneau Z des entiers relatifs, I’étude des

Z
nombres premiers et des anneaux 7 est ’objet de chapitres particuliers, de méme
n

que I’étude des polyndmes a coefficients dans un corps commutatif ou un anneau
commutatif unitaire. Ces notions d’arithmétique sont approfondies avec 1’étude
des corps finis.

Pour ce qui est de l'algebre linéaire et bilinéaire, on s’intéresse a la dualité,
aux déterminants avec une attention particuliere pour le résultant, aux formes
quadratiques, aux coniques et a la réduction des endomorphismes. On s’intéresse
aussi aux séries matricielles et a I'exponentielle de matrice.

La plupart des chapitres de ce livre correspondent & des lecons d’oral de I'agré-
gation interne et externe, mais il ne s’agit pas de modeles de legons.
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Avant-propos

Pour cette deuxieme édition, les modifications essentielles sont les suivantes :

corrections de coquilles et erreurs diverses de la premiere édition ;
modification du chapitre 4 sur les nombres complexes et la géométrie ;
ajout du chapitre 6 sur les actions de groupes sur des espaces de matrices;

suppression du chapitre sur les représentations de groupes finis (pour ne pas
aboutir & un livre trop volumineux) ;

modification du chapitre 16 sur les coniques;

ajout du paragraphe 21.9 sur la réduction de Frobenius dans le chapitre 21
sur la réduction des endomorphismes.

Je tiens encore a remercier mes bons amis Marie-Cécile Darracq et Gérard
Vinel qui ont accepté la tache ingrate de relire quelques chapitres de ce livre.
Leurs conseils me furent tres utiles. Je remercie également les éditions De Boeck,
et en particulier Alain Luguet, pour la confiance qu’ils m’accordent.

f

—
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Chapitre 1

Quelques rappels
sur les groupes

Sauf précision contraire, les groupes sont notés multiplicativement et 1’élément
neutre d'un groupe G est noté 1 (ou lg si nécessaire). Les notions de base :
définition d’un groupe, d’un sous-groupe, d’un morphisme de groupes, de noyau
et d’image avec leurs propriétés élémentaires sont supposées acquises.

Si G est un groupe ayant un nombre fini d’éléments son cardinal, noté card (G)
est aussi appelé l'ordre de G.

Pour ce qui suit, on se donne un groupe multiplicatif (G, -) .

1.1 Sous-groupes distingués. Groupes quotients

Si H est une partie non vide GG, on note alors, pour tout g € G :
gH ={gh|he H} et Hg={hg | h € H}

Dans le cas ou G est commutatif, on a gH = Hyg.

Théoréme 1.1.

Pour tout sous-groupe H de G, la relation Ry (ou de maniére plus précise
(RH)g) définie sur G' par g1 Rqyg2 si, et seulement si, gitg2 € H est une
relation d’équivalence.

Preuve. Pour tout g € G,ona g-'g =1 € H, donc R, est réflexive. Si g1, go
dans G sont tels que gflgg € H, on a alors (gflgg)_l = g;lgl € H, ce qui signifie
que gaRg4g1. Cette relation est donc symétrique. Si g1, g2, g3 dans G sont tels que
gflgg € Het 92_193 € H, on a alors gflgg = (gl_lgg) (92_193) € H, ce qui signifie
que g1 R4g3. Cette relation est donc transitive. O

On note, pour g € G, g la classe d’équivalence de g modulo R4 et on dit que g
est la classe a gauche modulo H de g. On a donc :

(h€g) © (gRyh) < (¢g7'h e H) & (3k € H | h = gk) < (h € gH)
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2 Quelques rappels sur les groupes

c’est-a-dire que g = gH. En particulier, T = H et g = H si, et seulement si, g € H.
L’ensemble de ces classes d’équivalence est noté G/ H et on Pappelle 'ensemble
des classes a gauche modulo H. On a donc G/H ={g| g€ G} ={gH | g € G}.
On peut définir, de maniére analogue l'ensemble H\G = {Hg|g € G} des
classes a droites modulo H a partir de la relation d’équivalence :

(1Rag2) < (9195 " € H)

Théoréme 1.2.

Si H est un sous-groupe de G, l’ensemble des classes & gauche [resp. d
droite] modulo H deuzx a deuz distinctes forme alors une partition de G.

Preuve. Soit (7;);c; la famille de toutes les classes & gauche modulo H deux &
deux distinctes. Pour tout g € g, il existe un unique indice ¢ € I tel que g = g,
donc G = |J g;. Dire que g est dans g; N gy signifie que g est équivalent & gauche
iel
modulo H a g; et g, donc par transitivité g; et gi sont équivalents, ce qui revient
a dire que g; = gr. Ces classes a gauche forment donc bien une partition de G. On
peut aussi tout simplement dire que deés qu’on a une relation d’équivalence, sur G
les classes d’équivalence partitionnent G. 0

Définition 1.1. Si H est un sous-groupe de G, le cardinal de l’ensemble
G/H est noté |G : H| et on lappelle l’indice de H dans G.

En remarquant que 'application g — ¢! réalise une permutation de G, on véri-

fie facilement que, pour tout sous-groupe H de G, on a card (G/H) = card (G\H) .
L’application 7y : g € G+ g = gH € G/H est surjective. C’est la surjection
canonique de G sur G/H.
Dans le cas des groupes finis, la partition en classes a gauche modulo H nous
donne le résultat de démonstration élémentaire suivant qui a de nombreuses ap-
plications.

Théoréme 1.3. Lagrange

Soient G un groupe fini d’ordre n > 2 et H un sous-groupe de G. Pour
tout g € G on a card (¢9H) = card (H) et card (G) = [G : H] card (H) , donc
lordre de H divise celui de G.

Preuve. Pour g fixé dans le groupe G, la « translation a gauche » h — gh réalise

une permutation de G et sa restriction a H réalise une bijection de H sur gH. Il en

résulte que gH et H ont méme cardinal. Comme ’ensemble des classes a gauche

suivant H réalise une partition de G, ces classes étant en nombre fini toutes de

cardinal égal a celui de H, on en déduit que card (G) =[G : H]card (H) . O
Le théoréeme de Lagrange se traduit aussi par :

card (G)

[GH] zcard(G/H) = W
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Définition 1.2. On dit qu’une relation d’équivalence R sur G est compa-
tible avec la loi de G si, pour tous g,g',h dans G, on a :

(9Rg") = (ghRg'h et hgRhg')

Théoréme 1.4.

Si H est un sous-groupe de G, la relation d’équivalence Ry associée a H
est alors compatible avec la loi de G si, et seulement si, on o« gH = Hg
pour tout g € G.

Preuve. Supposons R, compatible avec la loi de G. Pour tout £ € gH, on a
g kR4l et avec la compatibilité & gauche et a droite, on déduit que g (¢7'k) Ryg
et g(g7'k) g7 ' Ryg9™", soit kg™ 'R,1, ce qui revient & dire que k € Hg. On a
donc gH C Hg. De maniére analogue, on voit que Hg C gH et donc gH = Hg (si
k € Hg, alors kgflT\’,gl, donc (kgfl) gR4g et g ! (kgfl) gRgg’lg7 soit g’lkRgl
et k € gH). Réciproquement, supposons que gH = Hg pour tout g € G. Si gR4¢’
et h € G, on a alors (gh) ' g’h = h™'g~1g'h avec g~'¢' € H, donc g~'¢'h est
dans Hh = hH et (gh)_1 g'h = h~'hk = k € H, c’est-a-dire que ghR,g'h. Puis
avec (hg) " hg' = g~ 'h~'hg' = g~'¢’ € H, on déduit que hgR,hg'. Donc R, est
compatible avec la loi de G. (]

Définition 1.8. On dit qu’un sous-groupe H de G est distingué (ou nor-
mal), si on a gH = Hg pour tout g € G.

Exemples 1.1

1. Les sous-groupes {1} et G sont toujours distingués dans G.

2. L’intersection de deuzx sous-groupes distingués de G est distingué.

3. Si le groupe G est commutatif, tous ses sous-groupes sont alors distingués.

Un sous-groupe H de G est distingué si, et seulement si, on a gHg ' = H
(ou H = g~'Hg) ce qui équivaut & dire que ghg~! € H (ou g~'hg € H) pour
tout (h,g9) € H x G, qui est encore équivalent & dire que H est stable par tout
automorphisme intérieur h — ghg ™.

Le résultat qui suit est souvent utilisé pour montrer qu’un sous-groupe est

distingué.
Théoréeme 1.5.

Si G,G" sont deux groupes et @ un morphisme de groupes de G dans G,
alors ker (o) est un sous-groupe distingué de G.

Preuve. Pour (g,h) € G X ker (¢), on a :

p(97'hg) =2 (97 e M) e(9) =2 (9) 1o ¢ (9) = Lo
c’est-a-dire que g~'hg € ker (¢) . Le sous-groupe ker (¢) de G est donc distingué.
]
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Définition 1.4. Le centre (ou commutateur) Z (G) d’un groupe G est la
partie de G formée des éléments de G qui commutent a tous les autres
éléments de G, soit Z (G) ={h € G |Vg € G, gh = hg}.

Ce centre étant le noyau du morphisme de groupes :

Int G — Aut (G)
g ~— Int(g):hw ghg™!

(automorphismes intérieurs), ¢’est un sous-groupe distingué de G. De plus ce sous-
groupe est commutatif.

Il est facile de vérifier que si deux groupes sont isomorphes, il en est alors de
méme de leurs centres. En effet, si G, G’ sont deux groupes et ¢ : G — G’ un
isomorphisme de groupes, on a alors :

(9€ Z(G)) & (Yhe G, gh=hg) = (Vhe G, ¢(g)p(h)=p(h)p(g))
S (VW ed, p(gh =h"v(9) < (plg) € Z(G"))

Z
11 en résulte que ¢ induit un isomorphisme de groupes de Z (G) sur Z (G').
Théoréme 1.6.

Un sous-groupe H de G est distingué si, et seulement si, il existe une
unique structure de groupe sur l’ensemble quotient G/H des classes d
gauche modulo H telle que la surjection canonique ng : G — G/H soit
un morphisme de groupes.

Preuve. Si G/H est muni d’une structure de groupe telle que 7 soit un mor-
phisme de groupes, on a alors nécessairement pour tous g, g’ dans G :

99 =7u (9) 7 (9') = 7u (99") = 99’

Pour (g,h) dans G x H, on a alors g~thg = g~ 'hg =g~ 'g =g 'g = 1 = H, ce
qui signifie que g~'hg € H (ona g = gH =1 = H si, et seulement si, g € H).

Supposons H distingué. L’analyse que I'on vient de faire nous montre que la
seule loi possible sur G//H est définie par gg’ = gg’. Pour montrer quune telle
définition est permise, il s’agit de montrer qu’elle ne dépend pas des choix des
représentants de g et ¢, ce qui résulte du fait que R4 est compatible avec la loi de G.
En effet, si gR401 et g’Rggll, on a alors gg'R4919" et g19'R49141, donc g¢'Ry0191
et g¢’ = g19}. 1l reste a vérifier que G/ H muni de cette loi de composition interne
est bien un groupe. Avec :

91 (92 93) = 919293 = 91 (9293) = (9192) 93 = 919293 = (91 G2) I3

on déduit que cette loi est associative. Avec g1 = g-1 =g, on déduit que T est le

neutre. Avec gg—! = g- g1 = 1, on déduit que tout élément de G/H est inversible

avec (g)’l = F Par définition de cette loi, 'application 7 est surjective. O
Pour H distingué dans G, le noyau de la surjection canonique est :

ker (ry) ={9€G|g=1}=1=H
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Comme on a vu que le noyau d’un morphisme de groupes est distingué, on
déduit qu’un sous-groupe distingué de G est le noyau d’un morphisme de groupes.
Dans le cas out G est commutatif, pour tout sous-groupe H de G, G/H est un

groupe puisque tous les sous-groupes de G sont distingués. On le note alors T (il

est aussi égal & G\H).
Théoreme 1.7.

Si G,G" sont deux groupes et ¢ : G — G’ un morphisme de groupes, il
existe alors un unique isomorphisme de groupes @ : G/ ker (@) — Im (p) tel
que o = iopom, en notant i : Im () — G’ est linjection canonique et
m: G — G/ker (¢) la surjection canonique.

Preuve. Comme ker (¢) est distingué dans G, G/ ker (¢) est un groupe. Si un tel
isomorphisme @ existe, on a alors ¢ (¢9) =iopom(g9) =i0p(g) = ¢ (g) pour tout
g € G, ce qui prouve 'unicité de p.

En exploitant 'analyse du probleme, on montre d’abord que 1’on peut définir
P par ©(g) = ¢ (g) pour tout g € G/ker (¢). Pour justifier cette définition, on
doit vérifier qu’elle ne dépend pas du choix d'un représentant de . Si § = h, on
a alors g~'h € ker (¢), donc (¢(9)) " ¢ (h) = ¢ (97'h) = Let p(g) = ¢ (h).
L’application @ est donc bien définie et par construction, on a ¢ = i 0P o .
Avec B (gh) = @ (gh) = ¢ (gh) = ¢ (9) ¢ (h) = @ (9) @ (h), on voit que c’est un
morphisme de groupes.

L’égalité p(g) = 1 équivaut & ¢ (g) = 1, soit & g € ker (¢) ou encore & g = 1.
Ce morphisme est donc injectif et étant a valeurs dans Im (¢) = Im (%), il est
surjectif. O

Corollaire 1.1. Soient G, G deux groupes et ¢ : G — G’ un morphisme
de groupes. Si G est fini, on a alors card (G) = card (ker (¢)) card (Im (¢)) .

Preuve. Comme G/ ker () et Im (¢) sont isomorphes, dans le cas ot G est fini,

on a card (Im (¢)) = card (G/ ker (p)) = m, )

Pour H sous-groupe de G, la compatibilité de R4 avec la loi de G est une condi-
tion nécessaire et suffisante pour définir naturellement une structure de groupe sur
I'ensemble quotient G/H par g ¢’ = gg’. Précisément, on a le théoréme qui suit,
ot G/R est I'ensemble des classes d’équivalence modulo une relation d’équivalence
Retm:gr—g={he€G|gRh} est la surjection canonique de G sur G/R.

Théoréme 1.8.

Soit R une relation d’équivalence sur G. Cette relation est compatible
avec la loi de G si, et seulement si, il existe une unique structure de groupe
sur l’ensemble quotient G /R telle que la surjection canonique w : G — G/R
soit un morphisme de groupes.

Preuve. Si G/R est muni d’une structure de groupe telle que 7 soit un morphisme
de groupe, on a alors nécessairement gg’' = 7 (g) 7 (¢') = 7 (99’) = gg’ pour tous
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9,9 dans G. On en déduit que pour g, ¢', h, h' dans G tels que gRh et g'RA, on
agy =g¢g =hh = hh, ce qui signifie que gg’Rhh'. La relation R est donc
compatible avec la loi de G.

Réciproquement, supposons que R soit compatible avec la loi de G. L’analyse
que I'on vient de faire nous montre que la seule loi possible sur G /R est définie par
39’ = gg'. Pour montrer qu’une telle définition est permise, il s’agit de montrer
qu’elle ne dépend pas des choix des représentants de g et ¢'. Sig=hetg =M,
on a alors gRh et ¢RI, ce qui entraine gg'Rhh’, soit gg' = hh'. D

L’exercice 1.8 nous dlt que les relations d’ equlvalence sur un groupe compatibles
avec sa loi sont celles suivant un groupe distingué (& gauche ou a droite).

1.2 Ordre d’un élément dans un groupe

Définition 1.5. L'ordre de g € G est 0 (g) = card ((g9)) € N* U {400}, ot
(g) est le sous-groupe de G engendré par g (voir le paragraphe 1.4).

Si 6 (g) est dans N*, on dit alors que g est d’ordre fini, sinon on dit qu’il est
d’ordre infini.

Seul I’élément neutre 1¢ est d’ordre 1 dans G. En effet, si g = 1, alors (g) = {1}
et si g # 1, alors ¢° # ¢! et (g) a au moins deux éléments.

Pour tout g € G, on a 0 (g) =0 (g_l) puisque :

) ={(™)" Inez}={g" Inez}={g" IncZ}=g)

Théoréme 1.9.

Si @ est un isomorphisme de groupes de G sur un groupe G', on a alors
0 (¢ (g9)) =6(g) pour tout g € G.

Preuve. On a (p(g)) = {(¢(9)" [n€Z} = {p(g") |n € Z} = ¢({9)) pour
tout g € G avec ¢ bijective, donc card ({(¢ (¢))) = card ((g)) . O
Pour tout g € G, le sous-groupe de G engendré par g peut étre vu comme
I'image du morphisme de groupes ¢4 : k € Z g" € G (pour j,k dans Z, on a
0, (7 +k)=g"tF =gigk =, (j) p, (k) et ¢, est bien un morphisme de groupes).
Connaissant les sous-groupes additifs de Z (voir le paragraphe 10.1), on a le
résultat suivant.

Théoréme 1.10.

Pour g € G, on a 0 (g) = 400 si, et seulement si, @, est injectif et pour
g d’ordre fini, on a ker (pg) =0 (g) Z.

Preuve. Le noyau de ¢4 étant un sous-groupe additif de Z, il existe un unique
entier n > 0 tel que ker (¢,) = nZ. On aura n = 0 si, et seulement si, p, est
injectif, ce qui revient a dire que ¢4 (k) = ak # 1 pour tout k € Z* ou encore que
0g (k) = g # ¢, () = ¢ pour tous j # k dans Z et le sous-groupe (g) = Im (i)
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est infini. Si n > 1, en effectuant, pour k € Z, la division euclidienne de k par n,
onak=qn+ravec0<r<n-—1etgh= (g")?g" = g", ce qui nous donne :

(9) =Tm(pg) ={g" [0<r<n—1}

De plus pour 1 <7 <mn—1,o0na ¢g" # 1 puisque n = inf (ker (¢,) "N*), ce qui
entraine g" # ¢g° pour 0 < r # s <n —1 (pour s > r, I'égalité ¢" = ¢° équivaut a
g°~" =1 avec s — r compris entre 0 et n — 1, ce qui équivaut & r = s). Le groupe
(g9) a donc exactement n éléments. O

Dans le cas, ou le groupe G est fini d’ordre n > 1, le théoréeme de Lagrange
nous dit que 'ordre de tout élément de G divise 'ordre de G et en conséquence,
on a g™ =1 pour tout g € G.

Le théoreme précédent nous permet de donner d’autres définitions de 1'ordre
d’un élément d’un groupe.

Corollaire 1.2. Pour g € G et n € N*, les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. g est d’ordre n ;

2. g" =1 et g* # 1 pour tout k est compris entre 1 et n — 1 (0 (g) est le
plus petit entier naturel non nul tel que g" = 1) ;

3. pour k € Z, on a g* =1 si, et seulement si, k est multiple de n.

Preuve. Si g est d’ordre n > 1, on a vu avec la démonstration du théoreme
précédent que g™ = 1 et g* # 1 pour tout k est compris entre 1 et n — 1.

Réciproquement s’il existe un entier n > 1 tel que g" = 1 et g* # 1 pour k est
compris entre 1 et n — 1, le morphisme de groupes ¢, est non injectif, donc g est
d’ordre fini et ker (¢4) = 0 (9) Z avec 0 (g) = inf (ker (p,) NN*) = n.

Si g est d’ordre n, on a alors g = 1 et pour k = gn +1r € Z avec q € Z et
0 <7 <n—1 (division euclidienne), on a g¥ = g" = 1 si, et seulement si, 7 = 0.

Réciproquement supposons que g = 1 si, et seulement si, k& est multiple de n.
On a alors ¢g" = 1 et g* # 1 si k est compris entre 1 et n — 1, ce qui signifie que g

est d’ordre n. (|
En résumé, on retiendra que :
— (0(9) = ) (g injectif) < (ker (py) = {0}) <

(Vk € Z* g" #1) < ({(g) est infini isomorphe & Z);

— (09 =neN) & (ker(pg) =nZ) & ((9) = {g" |0 <r <n—1})
& (k € Z et g* =1 équivaut a k =0 mod (n)) <
(n est le plus petit entier naturel non nul tel que g" =1).

Pour g d’ordre fini, le groupe (g) est dit cyclique, ce qui est justifié par 1’égalité
gt =g " pour g€ Zet 0<r<n-—1.

Dans le cas ou le groupe G est additif, 'ordre de g € G est défini comme le
plus petit entier n > 1 tel que ng = 0, quand cet ordre est fini. L’égalité mg = 0
équivaut alors a dire que m est multiple de n. Le groupe engendré par g est alors :

(9)={kg|ke€Z}={rg|0<r<n-1}
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Théoréme 1.11.

Soient g,h dans G d’ordre fini et k € Z*.
0(9)

1. On a6 ———=-—— (en particulier 0 (=) =0 (g)).
( ) pged (0 (g) , k) (en p (9 ) (9))
2. Sik divise 6 (g), on a alors 6 (g*) = _agj)

3. Sik est premier avec 6 (g), on a alors 0 (g%) =0 (g).

4. Si gh = hg, alors hg est d’ordre fini divisant 0 (g) V 0 (h)
Dans le cas ou (g) N (h) = {1}, on a 6(gh) = ppecm (0 (g),60 (h)). Si
0(g) et 0(h) sont premiers entre eux, on a alors (g) N (h) = {1} et
0 (gh) = ppem (6 (9) ,0 (h)) = 0(g) 0 (h).

Preuve.

1. Soit 6 = pged (0 (g) , k) et n’, k' premiers entre eux tels que 0 (g) = dn’, k = dk’.
Pour tout entier relatif j, on a :

(") =" =1) & GacZ|kj=ab(9) & G e 2| Kj=qn')

< (n' divise j) (théoréme de Gauss)

IV
pged (6 (g) . k)

2. Si k divise 0 (g), on a alors pged (6 (g) , k) = |k| et 0( ) 9|§{9|)

3. Si k est premier avec 6 (g), on a alors pged (0 (g) ,k) =1 et 6 (¢%) =6 (g).

4. Soit p = ppem (0 (g), 0 (h)). Si g et h commutent, on a alors (gh)" = gth* =1
avec i > 1, donc gh est d’ordre fini et cet ordre divise p. En désignant par
n = 0 (gh) Tordre de gh, on a g"h"™ = (gh)" =1et g" = h™™ € {g) N (h). Si
(9) N (h) = {1}, on a alors g™ = h™ = 1 et n est multiple de 0 (g ) et 6 (h )
donc de ppem (6 (9) , 6 (h)) etn—ppcm( (9).0(h)). Sipged (6 (g),0(h)) =
on a alors ppem (6 (g),0(h)) = 6(g)0(h). De plus avec {g) N (h) C (>et
(g N (h) C (h), on déduit que card ((g) N ( )) divise 0 (g) = card ({g)) et
0 (h) = card ((h)), donc card ((g) N (h)) = 1 et (gy N (h) = {1}, ce qui implique

que 0 (gh) = ppem (6 (g) .0 (h)) = 6 (g) 6 (h).

et en conséquence, on a 6 (gk) =n

O

On retiendra de ce théoreme que si g, h sont deux éléments de G qui commutent
avec des ordres premiers entre eux, le produit gh est alors d’ordre 6 (g) 0 (h).

Si g et h ne commutent pas ce résultat est faux. Par exemple dans le groupe
symétrique Ss d’ordre 6, g = (1,2) est d’ordre 2, h = (1,2, 3) est d’ordre 3 et gh
ne peut étre d’ordre 6, sans quoi Sz serait cyclique, ce qui n’est pas (il n’est pas
commutatif).

Pour g et h ne commutant pas, le produit gh peut étre d’ordre infini, méme si
g et h sont d’ordre fini. Considérer, par exemple, le produit de deux matrices de
réflexion dans GLs (R).
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Si6(g) et 0 (h) ne sont pas premiers entre eux, avec g, h commutant et d’ordre
fini, Pordre de gh n’est pas nécessairement le ppcm de 6 (g) et 6 (k). En prenant
par exemple g d’ordre n > 2 dans G et h = g~ ! qui est également d’ordre n, on
gh = hg =1 d’ordre 1 # ppem (n,n) = n.

Théoréme 1.12.

Si (G,-) est un groupe commutatif, r > 2 un entier et gi,--- ,g, des
éléments deux a deux distincts de G d’ordres respectifs my, - - ,m,, il existe
dans G un élément gy d’ordre égal au ppcm de ces ordres.

Preuve. On procede par récurrence sur r > 2. Pour r = 2, on procede comme suit.
Pour 0 (g1) , 0 (g2) premiers entre eux, go = g1 92 est d’ordre myms = ppem (mq, ms) .
Pour le cas général, I'idée est de se ramener a ce cas de figure. On écrit les décom-
positions en facteurs premiers de m; et my sous la forme :

k
m1:Hp H Py ,mz—HpJ H i
i=1

1=k+1 1=k+1

ou les facteurs premiers p; ont été regroupés de sorte que o; > 3; pour 1 < i < ket
a; < B; pour k+ 1 < i <r, les exposants «, 3; étant positifs ou nuls (si 'une des
conditions a; > f; ou a; < 3; n’est jamais vérifiée, alors le produit correspondant

vaut 1). Avec ces écritures, on a ppcm (mq,ms) Hp H pf = q1q2, OU

= i=k-+1
k
q = pr" et g = H p;* sont premiers entre eux et mi = qini, Mz = gana.
i=1 i=k+1
Les éléments g} = g1'* et gh = g5? sont alors d’ordres respectifs g et g2 et go = ¢4 95

est d’ordre ¢1¢2 = ppem (mq, ma) .

Supposons le résultat acquis pour r > 2 et soient ¢q,---,¢r4+1 deux a deux
distincts dans G d’ordres respectifs mq, - - -, m,41. L’hypothese de récurrence nous
dit qu’il existe un élément g{, de G d’ordre m{, = ppcm (mq,--- ,m,) et le cas r = 2

qu’il existe gg d’ordre :

ppem (mg, my41) = ppem (ppem (ma, - -+, my) , Myyq) = ppem (mq, -+, Mypp1)

(associativité du ppem). O

Théoréme 1.13.

Si (G, ) est un groupe commutatif fini, on a alors :

rgﬂeagG (9) =ppem {0 (g) | g € G}

Preuve. Comme G est commutatif fini, il existe gg € G tel que :

0 (g0) = ppem {0 (9) | g € G}
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En désignant par g un élément de G tel que 0 (g1) = max 0(g),onad(gy) <0(g1)
ge
(0 (g1) est le plus grand) et 6 (g1) divise 6 (go) (0 (go) est multiple de tous les ordres)

done 6 (g1) < 0 (go) et 6 (g0) = 0 (g1) - O
Pour un groupe fini G, 'entier meagG (g) est I'exposant du groupe.
g

Théoréme 1.14.

Si (G,-) un groupe commutatif fini d’ordre n > 2, alors n et ’exposant
m = maécﬂ (g) ont les mémes facteurs premiers.
ge

Preuve. Soit G ={g1, -+, gn} un groupe commutatif fini d’ordre n > 2. Comme
il existe i € {1,--- ,n} tel que m = 0(g;), cet entier m divise 'ordre n de G et
I’ensemble des facteurs premiers de m est contenu dans l’ensemble des facteurs

n
premiers de n. En utilisant Papplication ¢ du groupe produit H = [] (gx) dans
k=1
n
G définie par ¢ (h) = _Hl h; pour tout h = (h;);<,c, € H, on vérifie d’abord
1=
n
que n divise le produit des ordres [] 0 (gx). L’application ¢ est surjective et
=1

k—
comme G est commutatif, ¢’est un morphisme de groupes. Ce morphisme ¢ in-
duit alors un isomorphisme du groupe quotient H/ker (¢) sur G, ce qui entraine
que card (H) = card (ker (¢)) card (G) et en conséquence, n = card (G) divise

n
card (H) = [] 0 (gx) . Sachant que m est aussi le ppcm des ordres des éléments de
k=1

n

G, il est multiple de chaque 6 (gx) et m™ est multiple de H9 (gx) donc de n. Donc

k=1
I’ensemble des facteurs premiers de n est contenu dans I’ensemble des facteurs
premiers de m. En définitive m et n ont les mémes facteurs premiers. O

Du théoréme précédent, on déduit que si (G,-) est un groupe commutatif fini
d’ordre n > 2 tel que tous les éléments de G\ {1} soient d’ordre un nombre premier
p > 2, on a alors n = p” avec r > 1. En effet, dans ce cas ppecm {6 (g) | g € G} =p
et c’est le seul facteur premier de n (voir aussi l'exercice 1.11).

1.3 Sous-groupe engendré par une partie

Théoréme 1.15.

L’intersection d’une famille quelconque (H;) de sous-groupes de G est

un sous-groupe de G.

el

Preuve. Soient (Hi)iel une famille de sous-groupes de G et H = ﬂH, Comme
iel

I’élément neutre 1 est dans tous les H;, il est aussi dans H et H # (). Si g1, g2 sont

dans H, ils sont alors dans tous les H;, donc glggl € H; pour tout ¢ € I, ce qui

signifie que g195 1€ H. En conclusion, H est un sous-groupe de G. O
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Corollaire 1.3. Si X est une partie de (G,-), Uintersection de tous les
sous-groupes de G qui contiennent X est un sous-groupe de G.

Preuve. L’ensemble des sous-groupes de G qui contiennent X est non vide
puisque G en fait partie et le théoreme précédent nous dit que 'intersection de
tous ces sous-groupes est un sous-groupe de G. O

Définition 1.6. Si X est une partie de (G, ), le sous-groupe de G engendré
par X est l'intersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent X.

On note (X) le sous-groupe de G engendré par X et ce sous-groupe (X) est le
plus petit (pour l'ordre de l'inclusion) des sous-groupes de G qui contiennent X.
Dans le cas ou X est 'ensemble vide, on a (X) = {1}. Pour X non vide formée
d’un nombre fini d’éléments (z;),.,.,,, on note (X) = (x1,---,z,) le groupe
engendré par X. o

Définition 1.7. Si X est une partie de (G,-), on dit que X engendre G
(ou que X est une partie génératrice de G), si G = (X). On dit que G est
de type fini s’il admet une partie génératrice finie.

Théoréme 1.16.

Soient X, Y deuz parties de G.

1. On a X C (X) et légalité est réalisée si, et seulement si, X est un
sous-groupe de G.

2. Si X CY, ona alors (X) C (Y).

3. En notant, pour X non vide, X' = {3:_1 |z € X}, les éléments de

(X)) sont de la forme xq -+ - - x, ot r € N* et les xj, sont dans X UX !
pour tout k compris entre 1 et r.

Preuve. Les points 1. et 2. se déduisent immédiatement des définitions. Pour le
point 3. on montre tout d’abord que I’ensemble :

H:{HmkreN*etxkeXUleour1<k<r}
k=1

-
est un sous-groupe de G. Pour 1 € X, on a 1 =z ~:c1_1 € H et pour x = ka,

k=1
T 1

S
Yy = Hyk dans H,ona z -y~ ! = Hmknyk_l € H. Donc H est bien un sous-

k=1 k=1 k=s
groupe de G. Comme H est un sous-groupe de G qui contient X, on a (X) C H.
T

Réciproquement, tout élément h = ka de H est un produit d’éléments de
k=1
X UX~!C(X), donc dans (X) et on a bien (X) = H. O
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Le point 3. de ce théoréme nous dit aussi que (X) = (X~ 1) = (X UX"1).
On a aussi :

(X) = {Hxi’“ |re N, xp € X et e, € {—1,1} pourlgkgr}
k=1

Dans le cas ou les éléments de X sont en nombre fini et commutent, on a le
résultat suivant.

Théoréme 1.17.
Pour tout p € N* et tout p-uplet (g1, ,gp) d’éléments de G qui com-
p
mutent deuz a deuz, on a (g1, ,Gp) = { IT g% | (a1, ,0p) € ZP} et
k=1

ce groupe est commutatif.

Preuve. En notant X = {g1,---,g,},ona X ! = {gfl, e 7951} et comme les
g commutent, on déduit que :

<91,-~-,gp>:{Hhk|meN* et h, € XUX ™! pour1<k<m}
k=1

P
{Hg?’“ TR ,ap)eZp}
k=1

(9k9; = g;9% entraine gj_lgk = gj_lgkgjgj_1 = gj_lgjgkgj_1 = gkgj_1 et les éléments
de XUX! commutent) et comme les g commutent, ce groupe est commutatif.
U

Pour une loi de groupe notée additivement, on a dans le cas ou G est commutatif

p
(g1, ,9p) = {Zakgk | (o1, ,0p) € Zp} . Par exemple pour le groupe additif
k=1

P
G=1Z,ona (g, ,gp>:ngZ:§Z, ot 6 € N est le pged de g1, , gp.
k=1

Définition 1.8. Le groupe dérivé d’un groupe (G,-) est le sous-groupe
D (G) de G engendré par les commutateurs, c’est-a-dire l’ensemble des élé-
ments de G de la forme [a,b] = aba='b~!, ot a,b sont dans G.

Deux éléments a,b de G commutent si, et seulement, on a [a,b] = 1 (d’on
Pappellation commutateur).

Pour un groupe commutatif, on a D (G) = {1}.

L’inverse d’'un commutateur est un commutateur. En effet, pour a,b dans G,
on a [a,b] ' = (aba’llfl)f1 = bab~ta=! = [b,a]. 1l en résulte que D (G) est
I’ensemble de tous les produits finis de commutateurs.
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Théoréme 1.18.

Le groupe dérivé D (G) d’un groupe G est le plus petit sous-groupe dis-

tingué H de G tel que le groupe Vi soit commutatif.

Preuve. Le sous-groupe dérivé D (G) est distingué dans G. En effet, pour a,b, ¢
dans G, on a :
cla,b) ¢t =c(aba ') et = (cac™) (ebe™) (cate ) (b7l

= [cacfl ,cbe™ 1]

Le groupe quotient est commutatif. En effet, pour a,b dans G, on a :

G
D(G)

ab = ab = (ab) D (G) = (ba) (a~'b'ab) D (G)
= (ba) [a",b7'] D(G) = (ba) D (G) = ba

G
Soit H un sous-groupe distingué de G tel que le groupe T soit commutatif.

- _ G
Pour tous a,b dans G, on a [a,b] = [E,H = 1 dans le quotient T ce qui revient

a dire que [a,b] € H. Le groupe H contient donc tous les commutateurs et en
conséquence il contient le groupe dérivé D (G). O

1.4 Groupes monogenes, groupes cycliques

Définition 1.9. On dit que G est monogéne s’il existe un élément g de G
tel que G = (g). Si de plus G est fini, on dit alors qu’il est cyclique.

Un groupe cyclique est nécessairement commutatif et s’il est engendré par un
élément g # 1, il a alors au moins deux élément. Le théoreme 1.17, nous dit en par-

ticulier que (g9) = {Hgf’“ |r e N* g =+1lpour 1 <k < r} ={¢"|neZ}.
k=1
Pour un groupe additif, on a (¢g) = {ng | n € Z}.

Exemples 1.2

1. Le groupe additif (Z,+) est monogéne engendré par 1 et ses sous-groupes qui
sont tous de la forme nZ avec n > 0 sont monogénes. Comme (Z,+) est commu-

Z
tatif, chaque ensemble quotient — est naturellement muni d’une structure de

groupe. D’autre part, le théorémrel de division euclidienne nous permet d’écrire
tout entier relatif k sous la forme k = gn +1r avec 0 < r < n —1, ce qui
entraine k —r € nZ et k = 7. Et comme T # 5 pour 0 <r #s <n—1 (on
a0 < |r—s| <netr—s ne peut étre multiple de n), on en déduit que le
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Z — -
groupe —— = {0, I 1} a n éléments. Ce groupe est cyclique d’ordre n
n

_ Z
engendré par 1 (les anneaux 7 sont étudiés au chapitre 10).
n
2. Le groupe multiplicatif U,, des racines n-iémes de l'unité, qui est cyclique d’ordre

n, est isomorphe a 7 par Uapplication k — 2=
n

Théoréme 1.19.
Soit G un groupe monogéne. S’il est infini, il est alors isomorphe a

Z
(Z,+), s%l est cyclique d’ordre n, il est alors isomorphe a <—Z, —i—) .
n

Preuve. Si G = (g) est un groupe monogene, I’application ¢ : k + g* est alors

un morphisme de groupes surjectif de (Z, +) sur G et son noyau est un sous-groupe

additif de Z, donc de la forme ker (¢) = nZ avec n € N. Pour n = 0, ¢ est injectif

et GG est infini isomorphe a Z. Pour n > 1, le théoréeme d’isomorphisme nous dit
Z

que — est isomorphe a G et G est cyclique d’ordre n. (]
n

Dire que G est cyclique d’ordre n, signifie que G est de cardinal égal a n et qu’il
existe dans G au moins un élément g d’ordre n. Dans ce cas, on a :

G = <g> = {Lga o 7gn—1}
Théoréme 1.20.

Si G = (g) est un groupe cyclique d’ordre n, ses générateurs sont alors
les g*, ou k est un entier compris entre 1 et n — 1 premier avec n.

Preuve. Sik € {1,---,n — 1} est premier avec n, le théoréme de Bézout nous
dit alors qu’il existe deux entiers relatifs u, v tels que uk + vn = 1, ce qui entraine
g = (gk)u € <gk> et G = <gk>. Réciproquement si k € {1,---,n — 1} est tel
que G = <gk'>, il existe alors u € Z tel que g = (gk')u = ¢**, ce qui s’écrit aussi

gt~ * =1 et n divise 1 — ku (puisque n est I'ordre de g), ce qui signifie qu'il existe
un entier relatif v tel que 1 — ku = vn, donc uk + vn =1 et k est premier avec n.
O

Le nombre de générateurs d’un groupe cyclique G d’ordre n est égal a ¢ (n) (¢
est la fonction indicatrice d’Euler). On pourra consulter le paragraphe 10.2 pour
une étude plus détaillée de cette fonction d’Euler.

Le théoreme qui suit nous dit qu’a isomorphisme pres, il y a un seul groupe

Z
d’ordre p premier, a savoir —.
PZ
Théoréme 1.21.

Un groupe de cardinal premier est cyclique.

Preuve. Soit (G,-) un groupe de cardinal premier p > 2. Si g € G\ {1}, il est
alors d’ordre différent de 1 qui divise p, donc cet ordre est p et G est cyclique
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engendré par g. L’application [k] = k+pZ € Z, — g* réalise un isomorphisme du

groupe <pZZ’+> sur (G, ). O

Si p et g sont deux nombres premiers, un groupe d’ordre pg n’est pas néces-
sairement cyclique comme le montre 'exemple du groupe symétrique S3 qui est
d’ordre 6 non commutatif et donc non cyclique. Mais pour G commutatif d’ordre
pq avec p # ¢, on a le résultat suivant.

Théoréme 1.22.

Un groupe commutatif d’ordre pq, ou p et q sont deur nombres premiers
distincts, est cyclique.

Preuve. Soit G commutatif d’ordre pg avec 2 < p < ¢ premiers.

On peut montrer que G est cyclique en utilisant le théoréeme de Cauchy qui
nous dit qu’il existe dans G un groupe d’ordre p et un d’ordre ¢ (théoréeme 1.33),
ces groupes sont cycliques et on a ainsi un élément g d’ordre p et un élément h
d’ordre ¢. L’élément gh est alors d’ordre pg (G est commutatif) et G est cyclique.

On peut se passer du théoreme de Cauchy en procédant comme suit. S’il existe
dans G un élément g d’ordre p et un élément h d’ordre ¢, alors gh est d’ordre pq
et G est cyclique. Sinon les éléments de G\ {1} sont tous d’ordre p ou tous d’ordre
q. Supposons les tous d’ordre p. Si g € G est d’ordre p, alors le groupe quotient
G/ {g) est d’ordre ¢ premier, donc cyclique engendré par gg d’ordre g dans G/ (g) ,
ce qui entraine que 6 (go) = p divise ¢ (puisque go? = gf = 1), ce qui est impossible
pour p # ¢ premiers. O

Pour p = ¢ premier, le théoreme précédent est faux comme le montre I’exemple

p
neutre sont d’ordre p.

En utilisant le théoréme 1.21 et les actions de groupe (paragraphe 1.6), on peut
montrer quun groupe d’ordre p? avec p premier est commutatif isomorphe au

2
de (Z) qui est d’ordre p? non cyclique puisque tous ses éléments distincts du

Z Z\?
groupe cyclique —— ou au groupe non cyclique | — | (théoréme 1.32).
P27 pZ

Théoréme 1.23.

Sin > 2 est un entier premier avec p (n), alors tout groupe commutatif
d’ordre n est cyclique.

Preuve. Comme m = ppcm {0 (g) | g € G} = 0 (go) et n ont les mémes facteurs
T

premiers (théoréme 1.14), on a les décompositions en facteurs premiers n = H pRE
k=1

T
et m= ] pg’“, ou les py sont premiers deux a deux distincts et 1 < 8, < ay, pour
k=1

,
tout k compris entre 1 et n. Sachant que ¢ (n) = sz’“fl (pr. — 1), on déduit que
k=1

si ¢ (n) est premier avec n, alors tous les valent 1 (sinon py divise ¢ (n) et n) et
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les ), valent aussi 1, ce qui donne n = m et G est cyclique puisque g est d’ordre
n = card (G).

On peut aussi utiliser le théoréme de Cauchy (théoréme 1.33). Si n est premier
T

avec ¢ (n), on a alors n = Hpk, ou les py sont premiers deux a deux distincts.

k=1
Le théoréeme de Cauchy nous assure l'existence, pour tout entier k compris entre

1 et n, d'un élément g, d’ordre p; dans G. Comme G est commutatif, le produit

,
g= Hgk est d’ordre n. O
k=1
Plus généralement, on peut montrer qu’un entier n > 2 est premier avec ¢ (n)
si, et seulement si, tout groupe d’ordre n est cyclique (voir [15], volume 1).

1.5 Sous-groupes d’un groupe cyclique

Soient n > 2 un entier et G = (a) un groupe cyclique d’ordre n.

Théoréme 1.24.

1. Les sous-groupes de G = (a) sont tous cycliques d’ordre divisant n.

2. Pour tout diviseur positif d de n, il existe un unique sous-groupe d’ordre
d de G. Ce sous-groupe est le groupe cyclique H = <a%> . C’est également
l’ensemble de tous les éléments de G d’ordre divisant d et les générateurs
de H sont tous les éléments d’ordre d de G.

Preuve.

1. Soit H un sous-groupe de G d’ordre d. Le théoréeme de Lagrange nous dit que
d divise n, donc n = gd avec ¢ € N*. Pour tout élément h = af de H, on a
h? = ak? =1, donc l'ordre n de a divise kd et il existe un entier j € N* tel que
kd = jn = jqd et k = jq, ce qui nous dit que h = a* = (a?)’ € (a?). On a donc
H C (a%) et d divise card ((a4)) . Mais (a?)? = a™ = 1, donc l'ordre de a? divise
d, soit card ({a?)) divise d et card ({a?)) = d, ce qui nous dit que H = (a?) . Un
sous-groupe d’ordre d de G, s’il en existe, est donc unique.

n
2. Réciproquement, soient d un diviseur de n, ¢ = ] et H = (a?) le sous-groupe de

G engendré par af. Si ¢ est 'ordre de H, on a (aq)‘S = a? =1 et n divise ¢4, soit
0q = kn = kqd et d divise §. Mais on a aussi (aq)d =a" =1, donc ¢ divise d et
d = d. En conclusion (a?) est 'unique sous-groupe d’ordre d de G. Le théoréme
de Lagrange nous dit que tous les éléments de H ont un ordre qui divise d.
Réciproquement si h = a¥ € G est d’ordre divisant d, on a alors hd =gkl =1
et n = qd divise kd, donc ¢ divise k et h = (a?)’ € H. Le groupe H est donc
I’ensemble de tous les éléments de G d’ordre divisant d. Les générateurs de H
sont tous d’ordre d et réciproquement tout élément de G d’ordre d est dans H
et 'engendre.

O
Le résultat précédent est en fait caractéristique des groupes cycliques.
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Théoréme 1.25.

Un groupe commutatif fini d’ordre n > 1 est cyclique si, et seulement si,
pour tout diviseur d de n, il existe un unique sous-groupe d’ordre d de G.

Preuve. Le théoréme précédent nous dit que la condition est nécessaire.
Pour la réciproque, on utilise le théoreme de structure des groupes abéliens finis

(théoréme 1.36). Si G est groupe commutatif fini d’ordre n > 2 non cyclique, il est
T

alors isomorphe a un groupe I' = H — produit de » > 2 groupes cycliques, ou
Nk
k=1

(nk)1<k<r est une suite d’entiers telle que ny > 2 et ny est multiple de ng_1 pour
tout k compris entre 2 et r. Dans I, il y a au moins deux sous-groupes cycliques

7

d’ordre ny (diviseur de n), & savoir Hy = < (x1,7m2 (1), , 7 (1)) | 1 € Z} et
ni

Hy={(m1 (1), 22, - ,m (1)) | 22 € K2}, olt on a noté 7 la projection canonique

Z
de Z sur — et K> est 'unique sous-groupe de — d’ordre ny (qui divise ng). O
niZ noZ

Si G = (a) est un groupe cyclique d’ordre n > 1, il y a autant de sous-groupes de

G que de diviseurs de n puisque I'application d € D, — (a@ ) réalise une bijection
de 'ensemble D,, des diviseurs positifs de n sur I’ensemble des sous-groupes de G.
Du théoréme de structure des groupes abéliens finis (théoréme 1.36), on déduit
que si G est un groupe commutatif fini d’ordre n > 1, il existe alors, pour tout
diviseur d de n, un sous-groupe d’ordre d (non unique pour G non cyclique).
Pour un groupe fini non commutatif d’ordre n > 4 et pour d divisant n, il
n’existe pas nécessairement de sous-groupe d’ordre d. Par exemple dans A4 qui est
d’ordre 12, il n’y a pas de sous-groupes d’ordre 6 (exercice 2.17). Mais pour tout
diviseur premier p de n, il existe un sous-groupe de G d’ordre p (théoreme 1.27).

Pour G = A d diviseur de n, I'unique sous-groupe d’ordre d du groupe G est
n

- 7 n Z

H = <q1> = q—Z, ouq= 7 et ce sous-groupe est isomorphe a A Ce résultat est
n

en fait un cas particulier du suivant.

Théoréme 1.26.

Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. Les sous-groupes
du groupe quotient G/H sont de la forme K/H ou K est un sous-groupe
de G qui contient H.

Preuve. Soit K un sous-groupe de G qui contient H. Comme H est distingué
dans G, il 'est aussi dans K et K/H ={gH |g€ K} C G/H ={gH | g € G} est
un sous-groupe de G/ H.

Réciproquement soit L un sous-groupe de G/H et K ={g € G |gH € L}. On
aHCL(pourge H,ona gH = H=1 € L puisque L est un groupe) et K est
un sous-groupe de G (sig € K,ona gH =g € L,donc g 'H =g l=g5'cL
et pour g1,¢g2 dans K, on a g1goH = gigz € L). Comme H est distingué dans G,
il Vest dans K et K/H = {gH | g € K} = L par construction. O
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Le théoréeme précédent nous dit que si H est un sous-groupe distingué de G, on
a alors une bijection entre les sous-groupes de G/H et les sous-groupes de G qui
contiennent H.

Exemple 1.1 Les sous-groupes de U, = {z€ C|z"=1} = <e%> sont les

2i7w

<(62?)d> = <e d > = Uy ou d est un diviseur de n et il y en a autant que

de diviseurs de n.

Corollaire 1.4. Pour tout entier n > 2, on a n = Z w(d), ot D, est

deD,
l’ensemble des diviseurs strictement positifs de n.

w Z
Preuve. Pour tout d € D,,, H = <Z> o ¥77 est I'unique sous-groupe d’ordre d

Z i 1 _ 2 _
de 7 donc ¢ (d) = card {générateurs de H} = card {ac € — |0 (x) = d} (0 ()

Z
est l'ordre de x dans —Z) Le théoreme de Lagrange nous dit que les ensembles
n

Z
{JU € 7 | 6 (x) = d} , pour d décrivant D,,, forment une partition de {1,--- ,n},
n

ce qui nous donne le résultat annoncé. 0
Au paragraphe 10.2 nous donnons une autre démonstration du corollaire pré-
cédent.
Le théoreme 1.25 nous permet de montrer le théoreme de Cauchy dans le cas
commutatif.

Théoréme 1.27. Cauchy

Soit G un groupe commutalif fini d’ordre n > 2. Pour tout diviseur pre-
mier p de n il existe dans G un élément d’ordre p.

Preuve. On procede par récurrence sur 'ordre n > 2 de G. Pour n = 2, c’est
clair puisque G = {1, g} est le seul sous-groupe d’ordre 2. Supposons le acquis
pour les groupes commutatifs d’ordre m < n, ou n > 3. On se donne un groupe
commutatif G d’ordre n, un diviseur premier p de n et un élément a € G\ {1}. Si
G = (a), alors G est cyclique et a est d’ordre n. Pour tout diviseur premier p de
n,ona vuque ar est d’ordre p dans G. Si G # (a) et p divise m = card ((a)) < n,
alors ’hypothése de récurrence nous assure de 'existence d’un élément h dans (a)
qui est d’ordre p. Supposons enfin que G # {(a) et p ne divise pas m = card ({a)) .
Comme p est premier ne divisant pas m, il est premier avec m et le groupe quotient
n
G/ {(a) est commutatif d’ordre r = — < n divisible par p (p divise n = rm et p est

premier avec m, le théoréme de Gaursré nous dit alors que p divise r). L’hypothese de
récurrence nous assure alors de l'existence d'un élément h d’ordre p dans G/ (a) .
Comme 'ordre s de h est multiple de 6 (E) = p (exercice 1.9), k = hv est d’ordre
p dans G. O
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Pour G commutatif non cyclique et d diviseur quelconque de n, il n’existe pas
nécessairement d’élément d’ordre d dans G. Par exemple, pour G non cyclique et
d = n, il n’existe pas d’élément d’ordre n.

1.6 Actions de groupes

Pour ce paragraphe, E est un ensemble non vide et S (E) est le groupe des
permutations de E (ce groupe est étudié au chapitre 2).

Définition 1.10. On dit que le groupe G opére a gauche sur ’ensemble E
si on a une application (g,2) € G X E— g-x € E telle que :

VreE, 1-z==x
V(g,g,x) eG*XE, g-(¢ -x)=(99) -z

Une telle application est aussi appelée action a gauche de G sur E.

On peut définir de maniere analogue la notion d’action a droite d’un groupe
sur un ensemble non vide comme une application (g,z) € G x E+ z-g € E telle
que :

V(g,g,x) e G*XE, (x-9)-9' =x-(99)

Pour tout g € G, I'application ¢ (g) : © € E +— g-x € E est une bijection de E
sur E, c’est-a-dire que ¢ (g) € S(E). En effet, de 1 -z = z pour tout « € E, on
déduit que ¢ (1) = Idgetdeg-(g7'-z) = (g9 ') z=1lv=zetg ' (9-2) =2
on déduit que ¢ (g) o (¢97) = ¢ (97') o ¢ (9) = Idg, ce qui signifie que ¢ (g)
est bijective d’inverse ¢ (¢~'). De plus avec g - (¢’ -z) = (gg') - , pour tous
9,9, z, on déduit que ¢ (g9") = ¢ (g) o p (g’), c’est-a-dire que lapplication ¢ est
un morphisme de groupes de (G, ) dans (S (E), o). Le noyau de ce morphisme ¢
est le noyau de l'action a gauche de G sur E. Réciproquement un tel morphisme
 définit une action a gauche de G sur E avec g -2 = ¢ (g) ().

{V:cEE,x~1x

Exemples 1.3 G est un groupe multiplicatif.

1. G agit sur lui méme par translations & gauche (g,h) € G X G+ g-h = gh.

2. G agit sur lui méme par conjugaison (g,h) € G x G — g-h = ghg™*, le

morphisme de groupes correspondant de (G,-) dans (S (G),o) est alors noté
Int(g) : h € G — ghg™! € G. L’image de ce morphisme est le groupe Int (G)
des automorphismes intérieurs de G.

3. G agit sur tout sous-groupe distingué H par conjugaison :
(g,h) eGxHw— g-h=ghg '€ H
4. Le groupe S (E) agit naturellement sur E par :

(o,2) eS(E)xE—~o-z=0(x)€ E
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Définition 1.11. Soit G un groupe opérant sur un ensemble non vide E.
Pour tout x € E, le sous-ensemble G -x = {g-z | g € G} de E, est appelé
orbite de x sous l'action de G.

Remarque 1.1 On vérifie facilement que la relation x ~ vy si, et seulement si, il
existe g € G tel que y = g-x est une relation d’équivalence sur E (x =1-x donne
la réflexivité, y = g - x équivalent ¢ * = g~ -y donne la symétrie et y = g - ,
z = h-y qui entraine z = (hg) - « donne la transitivité) et la classe de x € E pour
cette relation est l'orbite de x. Il en résulte que les orbites forment une partition
de E.

Exemples 1.4

1. Pour laction de S (E) sur E il y a une seule orbite. En effet, pour tout x dans
E,onaS(E) - x={o(x)|ceS(E)}=F (touty € E s’écrity =7 (x), ot
T est la transposition T = (x,y) siy #x, 7 =1Id siy =x).

2. Pour laction de G sur lui méme par conjugaison, les orbites sont appelées
classes de conjugaison :

VhEG,G-h:{ghg_l|g€G}

Le groupe G est commutatif si, et seulement si, G - h = {h} pour tout h € G.

3. Si H est un sous-groupe de G, il agit par translation da droite sur G :
(h,g) € Hx G h-g=gh™*

(1-g=gl=gethi-(ha-g) = (ghy') hi' = g (haha) " = (lnh2) - g) et pour
tout g € G lorbite de g est la classe a gauche modulo H :

H-g={h-g|heH}={gh ' |he H} ={gk| k€ H} = gH

L’ensemble de ces orbites est l'ensemble quotient G/H des classes a gauche
modulo H. En utilisant les translation d gauche (h,g) € H x G — h-g = hg,
les orbites sont les classes & droite modulo H, H-g={hg|h € H} = Hg.

Définition 1.12. On dit que laction de G sur E est transitive [resp. sim-
plement transitive] si :

V(z,y) €E% Ig€CGly=g-z [resp. IgeCG|ly=g-z]

Dans le cas d’une action transitive ou simplement transitive, il y a une seule
orbite.

Définition 1.13. On dit que l'action de G sur E est fidéle si le morphisme
de groupes ¢ : g € G — (p(g) : x+— g-x) € S(E) est injeclif, ce qui signifie
que :

(9geGetVxeFE, g-x=x)< (g=1)

Une action fidele permet d’identifier G & un sous-groupe de S (E) .
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Théoréme 1.28. Cayley

L’action de G sur lui méme par translation d gauche est fidéle et G est
isomorphe d un sous-groupe de S (G) .

Preuve. Pour g € G, on a g-h = gh = h pour tout h € G si, et seulement si,
g =1, donc ¢ est injectif. O

Définition 1.14. Soit G un groupe opérant sur un ensemble non vide E.
Pour tout x € E, le sous-ensemble G, = {g€ G |g-xz=2x} de G est le
stabilisateur de x sous l'action de G.

On vérifie facilement que ces stabilisateurs G, sont des sous-groupes de G (en
général non distingués).

Exemple 1.2 En faisant agir G = S (E) sur un ensemble E non réduit a un point
par o-x = o (x), le stabilisateur de x € E est isomorphe 4 S (E\ {z}). A 0 € Gy,
on associe la restriction o’ de o a4 E\ {x}, ce qui définit un isomorphisme de G,

sur S (E\ {z}).
Théoréme 1.29.

Soit (G, -) un groupe opérant sur un ensemble E. Pour tout x € E 'appli-

cation g, : g = gG, € G/G, — g-x € G-x est bien définie et bijective. Dans
d (G

le cas ot G fini, on a card (G-z) =[G : G,] = card (G)

card (Go) (en particulier,
card (G - z) divise card (G)).

Preuve. En remarquant que pour g,h dans G et x € F, 'égalité g-x = h -«
équivaut a (h_lg) -x = x, soit & h™'g € G, ou encore & § = h dans G/G,, on
déduit que 'application ¢, est bien définie et injective. Cette application étant
clairement surjective, elle définie une bijection de G/G, sur G - x. Dans le cas o

G fini, on a card (G - z) = card (G/G,) = C(i;zi((é;)) O

Théoréme 1.30. Equation des classes

Soit (G,-) un groupe fini opérant sur un ensemble fini E. En notant
G-x1,---,G -z, toutes les orbites deux a deux distinctes, on a :

B T N " card (G)
card (E) = ;card (G-mz;) = z:lm

i=

Preuve. Pour E fini, on a un nombre fini d’orbites G-x1, - - - , G-z, qui forment une

partition de E et card (E) = anrd (G- x;). En utilisant la bijection de G/G,
i=1
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-
sur G - x;, on déduit que si G est aussi fini, on a alors card (E) = Z%((GCE).
O

Pour (G,-) opérant sur un ensemble E, on note E€ = {zx € B |G -z = {z}}.
C’est I'ensemble des éléments de F dont 'orbite est réduite a un point. En séparant

dans la formule des classes les orbites réduites & un point des autres, elle s’écrit
”

card (E) = card (E¢) + Z card (G - x;) (la somme étant nulle si toutes les
card(iG:ic,;)ZQ

orbites sont réduites & un point).

Définition 1.15. Sip > 2 est un nombre premier, on appelle p-groupe tout
groupe de cardinal p* ou « est un entier naturel non nul.

Corollaire 1.5. Si p > 2 est un nombre premier et (G,-) est un p-groupe
opérant sur un ensemble fini E, on a alors card (E€) = card (E) (mod p).

Preuve. Dans le cas d’un p-groupe de cardinal p® avec a > 1, pour toute orbite
G - x; non réduite & un point (s’il en existe), on a :
G card (G)
card (G- x;) =card | =— | = —————= > 2
@-w) =i () = ey 2
donc card (G,,) = p® avec 0 < 3; < aet card (G - ;) = p* P avec 1 < a—f3; < a.
Il en résulte que :

T

card (E) = card (E) + Z card (G - z;) = card (EG) (mod p)

i=1
card(G-xz;)>2

Corollaire 1.6. Soit G un groupe fini que l'on fait opérer sur lui méme par
conjugaison (g-h = ghg=*, pour (g9,h) € GxG). En notant G-hy,--- ,G-h,.
toutes les orbites deux a deux distinctes, on a :

T

card (G) = card (Z (G)) + Z card (G - h;)
card(iG:-}Li)22

= card (Z (G)) + Z %

i=1
card(G-h;)>2

Preuve. Une orbite G - h est réduite & {h} si, et seulement si, ghg~' = h pour
tout g € G, ce qui revient & dire que gh = hg, ou encore que h € Z (G). On a
donc Z (G) = GY et le résultat annoncé. O
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Théoréme 1.31.

Pour tout nombre premier p, le centre d’un p-groupe n’est pas réduit a

{1}.

Preuve. Soit G un p-groupe a p® éléments. On a, avec les notations des co-
rollaires qui précedent, card (Z (G)) = card (GY) = card (G) (mod p) et comme
card (Z (G)) > 1, il en résulte que card (Z (G)) > p et Z (G) est non trivial. O

Théoréme 1.32.

Tout groupe d’ordre p* avec p premier est commutatif.

Preuve. Soit G d’ordre p?. On sait que Z (G) est non trivial, il est donc de
cardinal p ou p? et il s’agit de montrer qu’il est de cardinal p?. Si Z (G) est de
cardinal p, il est alors cyclique, soit Z (G) = (g). Un élément h de G \ Z (G) ne
pouvant étre d’ordre p? (sinon G = (h) et G serait commutatif ce qui contredit
Ihypotheése G # Z (G)), il est d’ordre p et Z (G)N{h) = {1} . En effet, Z (G) N (h)
est un sous-groupe de Z (G) , donc d’ordre 1 ou p. S’il est d’ordre p, il est alors égal
aZ(G)et heZ(G), cequinest pas. Il est donc d’ordre 1 et Z (G)N (h) = {1}.
En utilisant 'application ¢ : (i,7) € {0,1,--- ,p— 1}2 — ¢'hJ € G, on déduit
que tout élément de G s’écrit de maniére unique g°h’/. Pour ce faire il suffit de
montrer que ¢ est injective. Si (i,4) et (i,5') sont tels que g'h?/ = g'hi’, on a
alors ¢~ = h/'~7 € Z(G) N (h) = {1} et ¢g** = hi"~J = 1 ce qui entraine que
p divise i — i’ et j — j' et comme |i —i'| < p, |7 — 4’| < p, on a nécessairement
1 =1, j = 7. Avec les cardinaux il en résulte que ¢ est une bijection. Si k, ¥’ sont
dans G, il s'écrivent k = ¢g'hJ et k' = ¢" h?' et comme ¢ commute & tout G, on
en déduit que k et kK’ commutent. Le groupe G serait alors commutatif ce qui est
contraire & 'hypothese G # Z (G). En définitive Z (G) ne peut étre de cardinal
p, il est donc de cardinal p? et G est commutatif. O

Si G d’ordre p? a un élément d’ordre p?, il est alors cyclique isomorphe & 7
p

2
Dans le cas ou tous ses éléments sont d’ordre p, il est isomorphe a (Z) .
p

1.7 Le théoreme de Cauchy
Soient G un groupe fini de cardinal n > 2, p > 2 un nombre premier et :

E:{(gl”gp)er|glgp:]_}

Lemme 1.1 Avec les notations qui précédent, on a card (E) = nP~1,

, . -1 ..
Preuve. L’application (g1, - ,gp—1) — (gl, e gp—1, (g1 gp—1) ) est bijec-

tive de GP~! sur E (de l'égalité g; - - - g, = 1, on déduit que la connaissance des gy

pour 1 < k < p—1 détermine g, de maniére unique). On a donc card (E) = nP~1.

O
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On désigne par H = (o) le sous-groupe du groupe symétrique S, engendré
par le p-cycle 0 = (1,2,---,p) et on fait agir le groupe H sur l’ensemble E par
(a-ka (gla T 7gp)) = (go'k(l)v T 7gak(p)) .

P
Pour tout ¢ = (g1, -+ ,¢9p) dans E, on a (Hgk> g1 = g;'g1 = 1, donc
k=2

(ga(k))1<k<p = (g2, ,9p,01) € E. Il en résulte que pour tout entier k com-
pris entre 0 et p — 1, (gok-(l), e ,ggk(p)) € E et application :
(Ukv (917 e 7gP)) — Ok ! (917 e 7gp) = (gak(l)a e agak(p))
est bien a valeurs dans E. Cette application définit bien une action puisque :
Jj : (O—k : (917 T 7gp)) = Uj : (gak(1)7 T 790’“(1})) = (gdj+k(1)7 o 7ga'k+j(p))
— oI (g1, gp) = (07 00%) (g1, 1 gp)
et Id- (917"' 7gp) = (917"' 79}0)'

Lemme 1.2 Avec ces notations, Efl = {x € E| H -z = {z}} est non vide et
card (EH) est divisible par p si p est un diviseur premier de n.

Preuve. En remarquant que x = (1,---,1) est dans E, on déduit que B est
non vide. Comme H est de cardinal p (un p-cycle est d’ordre p dans S,,), on a :

card (E') = card (E) (mod p)

(corollaire 1.5) avec card (E) = nP~! divisible par p comme n, ce qui entraine que
card (EH ) est également divisible par p. O

Théoréme 1.33. Cauchy

Soit G un groupe fini d’ordre n > 2. Pour tout diviseur premier p de n,
il existe dans G un élément d’ordre p (donc un sous-groupe d’ordre p).

Preuve. On utilise les notations précédentes. De card (EH ) > 1 divisible par p,
on déduit que card (E¥) > p > 2 et remarquant que (9r)1<r<p € EH équivaut a
dire que g1 = --- = gp = g avec g € G tel que g” = 1, on déduit qu’il existe g # 1
tel que g = 1, ce qui signifie que g est d’ordre p. O

1.8 Sous-groupes multiplicatifs d’un corps com-

mutatif

Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux sous-groupes finis du groupe multiplicatif
K* =K\ {0} d’'un corps commutatif K.
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Théoréme 1.34.

Tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif K* d’un corps commutatif
K est cyclique.

Preuve. Soit (G, -) un sous-groupe d’ordre n de K*. Il existe dans le groupe fini
commutatif G un élément gg d’ordre m < n égal au ppcm des ordres des éléments
de G (théoreme 1.12). L’ordre de tout élément de G divisant m, on déduit que tout
g € G est racine du polynéme P (X) = X™ — 1, ce qui donne n racines distinctes
de P dans K, mais sur un corps commutatif un polynéme de degré m a au plus

m racines ', on a donc n < m et m = n. Le groupe G d’ordre n ayant un élément
d’ordre n est cyclique.
On peut aussi montrer ce résultat en utilisant la formule n = Z v (d), ou

deD,
D,, est Pensemble des diviseurs de n (corollaire 1.4). Pour n = 1, le résultat est
clair. On suppose donc que G est d’ordre n > 2 et pour tout diviseur d de n,
on note ¢ (d) = card{g € G | 0 (g) = d} . Le théoréme de Lagrange nous dit que
les ensembles {g € G | 0 (g) = d}, pour d décrivant D,,, forment une partition de
{1,-+-,n}, donc n = » 4 (d). Pour d € Dy, tel que ¢(d) > 1 (les ¢(d) ne
deD,
peuvent pas étre tous nuls), il existe dans G au moins un élément g d’ordre d et le
groupe H = (g) est formé de d solutions distinctes de I'’équation X¢—1 = 0, or cette
équation a au plus d solutions dans le corps commutatif K, donc H est exactement
I’ensemble de toutes les solutions de cette équation. Les éléments d’ordre d dans
G sont donc les générateurs du groupe cyclique H et il y a ¢ (d) tels générateurs,
donc ¢ (d) = ¢ (d) si 1 (d) > 1. On en déduit que Z PY(d)=n= Z © (d) avec
deD, deD,
P (d) =0ouv (d) = ¢(d), ce qui entraine que 9 (d) = ¢ (d) pour tout d € D,,. En
particulier, on a t (n) > 1, ce qui signifie qu'il existe dans G' au moins un élément
d’ordre n et en conséquence, G est cyclique. O
On note py, (K) = {A € K| A" =1} l'ensemble des racines n-iemes de l'unité
dans le groupe multiplicatif K*.

Corollaire 1.7. u, (K) est un sous-groupe cyclique de K*.

Preuve. pu, (K) est le noyau du morphisme de groupes ¢,, € A € K* — A", c’est
donc un sous-groupe fini du groupe multiplicatif K* de cardinal au plus égal a n
(racines dans K du polynoéme de degré n, X™ —1) et en conséquence il est cyclique.
O

Pour K=C, p, (C) = {e%, 0<k<n-— 1} , est cyclique d’ordre n.

Pour K=R: 0

o 1} sin est impair
i (R) = { {=1,1} sin est pair

est cyclique d’ordre 1 ou 2.

1. Ce résultat est faux sur un corps non commutatif, voir par exemple le corps des quaternions.
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1.9 Théoreme de structure des groupes abéliens
finis

On note 6 (g) V'ordre d’un élément g d’un groupe G. Pour un groupe abélien
fini G, lentier e (G) = mag;(ﬂ (g9) est 'exposant du groupe. On rappelle qu’on a
ge

aussi e (G) = ppem {0 (g) | g € G} (théoreme 1.13).
Un caractére d’un groupe G est un morphisme de groupes de G dans C*.
Pour tout entier m > 2, on note U, le groupe cyclique des racines m-iémes de
P'unité dans C*.
Dans ce qui suit, on se donne un groupe commutatif G d’ordre n > 2 et en

utilisant les caracteéres nous allons montrer que G est isomorphe a un produit
T

HUM ot la suite d’entiers (ny), <., telle que ny > 2, ny est multiple de nq, ...,

k=1
ny est multiple de nj_1 est uniquement déterminée.

Lemme 1.3 Soit H un sous-groupe de G. Tout caractére ¢ : H — C* peut se
prolonger en un caractére sur G.

Preuve. Pour H = G, le résultat est évident. On suppose donc que H # G et on
se donne un élément g de G \ H et on vérifie que le caractere ¢ : H — C* peut
se prolonger en un caractére sur le groupe (g, H) engendré par g et H. Comme
¢"9 =1€ H (ou g™ =1€ H), on peut définir I'entier r = min {k € N* | g¥ € H}
et comme C est algébriquement clos, il existe o € C* tel que ¢ (¢") = a”. On note
K ={g*h |k € Z, h € H} le sous-groupe de G engendré par g et H et on vérifie
que 'application :
vg: K — C
g*h = aFp(h)

est bien définie, puis que c’est un morphisme de groupes. Si gFh = gk/h’ avec
k > kK dans Z et h,h/ dans H, on a alors ¢* ¥ = Wh™' € H et k — k' = qr
(la division euclidienne par r donne k — k' = qr + s avec 0 < s < r — 1, donc
Wh=1 = gh=F = (¢")9 g% et ¢° = ((g’")q)71 R'h~' € H, ce qui impose s = 0
par caractére minimal de r), donc ¢ (R'/h™1) = ¢ (gk*k/) = (") = (") =

oFF et aFp (h) = a¥' (B'). Donc lapplication ¢x est bien définie. On vérifie
facilement que c’est un morphisme de groupes. En effet, pour g*h et ¢* b’ dans
K, on a:

PK ((gkh) (g’“’h’)) = ¢k <9k+’“'hh’) =" o (hh!)
=aFo(h) ¥ o (W) = px (9*h) px (gk/h’)

Avec la construction précédente, si K = G, on a bien prolongé ¢ & G. Sinon on
reprend cette construction a partir de K. Comme le groupe G est fini, on aura
prolongé ¢ a G par ces itérations. O

Lemme 1.4 On se donne un élément gy de G d’ordre égal a l’exposant de G, soit :

m =0 (go) = ggag@(g) =ppem {0 (g) | g € G}
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et en supposant que m < n — 1, on note K = (go) le sous-groupe cyclique de G
engendré par gg.

2im
m

1. Il exziste un unique caractére oo : K — C* tel que po (go) =w =e

2. En prolongeant le caractére wg en un caractere ¢ de G, l'application :

0: {(go) xker(p) — G
(96.h) = gbh

est un isomorphisme de groupes.

Preuve. Comme G n’est pas réduit & {1}, ona 2 < m < n—1 en supposant que
m #n.

1. Si un tel caractere existe, on a alors pour tout entier relatif k, g (gé) =wk, ce

qui prouve son unicité. Définissant I'application g de la sorte, on vérifie que
c’est un caractere de K. D’une part cette application est bien définie puisque
I'égalité gk = g’(fl dans G équivaut & k = k' (mod m), ce qui donne w* = wk’
et d’autre part, on vérifie facilement que c’est un morphisme de groupes.

2. Comme le groupe G est commutatif, application 6 est bien un morphisme de
groupes. Si (gf,h) € ker (), on a alors gih = 1 et ¢ (g5h) = w* = 1, donc
k=0 (mod m), ce qui nous donne g& =1 et h = 1. Donc  est injective. Pour
tout g € G, on a g™ = 1, donc ¢ (g™) = (¢(g9))™ = 1 et ¢ (g) € U,,, soit
olg) =wkF =9 (glg) pour un entier k et h = g (g(’)f)_l € ker (¢), ce qui nous
donne g = gkh =0 (gg, h) . Donc @ est surjective et 6 est un isomorphisme.

O
De ces deux lemmes, on déduit I’existence d’une décomposition de G en produit
direct de groupes cycliques.

Théoréme 1.35.

1l existe une suite d’entiers (nk)1<k<r telle que n1 > 2, no est multiple
de ny,--- ,ny est multiple de np_, et G est isomorphe au groupe produwit

r= ﬁIUnk.
k=1

Preuve. On prouve l'existence d’une telle suite d’entiers par récurrence sur l'ordre
n > 2 du groupe commutatif G. Pour n = 2, le groupe G est cyclique isomorphe a
U, = {—1,1}. Supposons le résultat acquis pour les groupes commutatifs d’ordre
au plus égal a n — 1 > 2 et soit G un groupe commutatif d’ordre n > 3. Si, avec
les notations introduites avec les lemmes précédents, on a m = n, le groupe G est
alors cyclique d’ordre n iS(()m)orphe a U,. Supposons que 2 < m < n — 1. Dans ce
card (G

card ({go))

de récurrence, ker (¢) est isomorphe & un groupe produit I' = HUM avec ny > 2
k=1
qui divise ng, -+ ,nk_1 qui divise ny. Le groupe cyclique (go) étant isomorphe &

n
cas card (ker (¢)) = = — est compris entre 2 et n — 1 et par hypothese
m

s



“9782807332201__AlgebrGeomAgregDeuxiemeEditionFinal” — 2021/2/24 — 16 :49 — page 28

#40
28 Quelques rappels sur les groupes
r+1
U,, = U,,,,, on en déduit un isomorphisme de HUM sur G. Comme m est le
k=1
ppcm des ordres des éléments de G, c’est aussi le ppcm des ordres des éléments du
r4+1
groupe produit I' = HUM et en particulier, il est multiple de ny qui est 'ordre
k=1
24T
de(1,~~~,e"k,1>. O
Pour prouver 'unicité d’une telle décomposition, nous utilisons le résultat sui-
vant.

Lemme 1.5 Soient (nk);<j<, €t (M), <<, deus suites d’entiers telles que r > 2,
5>2,n1>2,my > 2, ng_1 divise ny, et mj_1 divise m; pour k compris entre 2
et r et j compris entre 2 et s. Ces suites sont identiques si, et seulement si, on a :

T S
Vm € N*, H pged (m,ng) = Hpgcd (m,m;)
k=1 j=1
Preuve. La conditrion nécessaire est ésvidente.
Supposons que H pged (m,ng) = H pged (m, m;) pour tout m € N*. Prenant
k=1 j=1
r J
m = anHmJ—, on a pged (m,ng) = ng pour 1 < k < r et pged (m,m;) = m;
k=1 j=1

s S
pour 1 < j <'s, donc an = Hmj. Prenant m = n, qui est multiple de tous
k=1 j=1

T S
les ng, on a pged (m,nk) = ni pour 1 < k < r et an = Hpgcd (ny,mj),

k=1 j=1
J J S M
donc m; = cd (n,, m;), ou encore — 7 — 1 dans N*, ce qui
jl;[l j j];[lpg (nrym;) jl;llpgcd(nr,mj) ,ceq

équivaut & dire que l'on a pged (n,,m;) = m; pour 1 < j < s. En particulier, on a
ms = pged (ny, ms) divise n,.. Comme les suites (nx); <<, €t (m;), ;< jouent des
roles symétriques, on a aussi n,- qui divise mg et I’égalité n, = ms. Par récurrence,
on en déduit que r = s et ni = my, pour tout k compris entre 1 et r. O

Théoréme 1.36. Kronecker

Il existe une unique suite d’entiers (ng),<j<, telle que n1 > 2, ny est

multiple de ny,--- ,ng est multiple de nx_1 et G est isomorphe au groupe
r
produit I' = HUnk~
k=1

T
Preuve. On remarque que 'exposant du groupe I' = HUnk est n,. En effet,

k=1
comme 7, est multiple de tous les ng, on a :

(Zla"' azT)nr = (Z{LTW" 5Z77‘LT) = (17 51)
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donc les éléments de U sont d’ordre au plus égal a n, et comme (1,---1,,w,,)
est d’ordre n,., cet entier n, est bien 'exposant de I'. Supposons qu’il existe deux
suites d’entiers (nk)lgkgr et (m;),. <, avec les propriétés voulues. Si 7 = 1, on
a alors n = ny = e(G) = ms et nécessairement s = 1 (sinon n = card (I') =
my---mg > 2mg = 2n, ce qui nest pas). Si r > 2, on a alors s > 2. Pour tout

entier m > 1 'image du groupe H[Unk o) HUm par le morphisme de groupe
k=1 Jj=1

r s
©m & — 2™ est le groupe H {wm ) = H <ij> :
k=1 J=1

On utilise alors le fait que si dans un groupe un élément w est d’ordre p, 1’élé-

ment w™ est d’ordre p’ = en notant ¢ = pged (m,p), on a p = Jp’,
t w™ est d’ord ! tant 0 d op’

pged (m, p)
m = dm/, avec pged (m/,p’) = 1 et pour tout entier k, I'égalité (wm)]’C =1 équi-
vaut & km = ap, soit & km’ = ap’ ce qui revient a dire que p’ divise k puisque
pged (m/,p') =1, donc p’ = 0 (w™)). On a donc I'égalité des cardinaux :

T S

[[—— -] —=—
iy peed (myng) < pged (m,my)

T S
pour tout entier m > 1. De I'égalité an = I—Imj7 on déduit que pour tout
k=1 j=1
T S
m > 1, on a les égalités H pged (m,ng) = Hpgcd (m,m;j), ce qui équivaut &

k=1 j=1
I'unicité de la suite (ng); <<, - O

1.10 Exercices

Ezxercice 1.1. Soient H un sous-groupe de G et K un sous-groupe de H.
Montrer que si l’indice de K dans G est fini, alors lindice de H dans G et
celui de K dans H sont aussi finis et on a |G : K| =[G : H|[H : K].

Solution. On note respectivement (g;H);c; et (h;K);; les classes a gauche
modulo H dans G et modulo K dans H deux a deux distinctes. Nous allons
alors montrer que la famille des classes a gauches modulo K dans G deux a deux
distinctes est (gih;K), jyerxy- Dans le cas ou [G: K] est fini, il n’y a qu'un
nombre fini de telles classes, ce qui impose que I et .J sont finis et on a :

[G: K] =card(I x J) =card(I)card (J) = [G: H|[H : K]

Si g € G, il existe un unique indice ¢ € I tel que gH = g;H et il existe h € H tel
que g = g;h. De méme il existe un unique indice j € J tel que hKK = h; K et h
s'écrit h = hjk avec k € K, ce qui donne g = g;h;k € g;h; K, soit g ~x g;h; et
gK = g;h;K. Les classes a gauche dans G modulo K sont donc les g;h; K pour
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(i,4) € I x J. Il reste & montrer que ces classes sont deux a deux distinctes. Si
(¢,7) et (¢/,j") dans I x J sont tels que g;h; K = gihj K, il existe k € K tel
que gih; = gihyk et g; = gy (hj,kh;]') avec hj/k:h;l € H, donc g; ~g gi/, soit
g:H = gy H et i =4'. Il en résulte que h; = hyk avec k € K et hj K = hj/ K, qui
équivaut & j = j'.

Ezxercice 1.2. Soit H un sous-groupe de G. Montrer que :

(H distingué) < (Vg € G, gH C Hg) < (Vg € G, gHg ' C H)

Solution. Il est clair que :
(H distingué) = (Vg € G, gH C Hg) = (Vg € G, gHg™ ' C H)

Si gHg~' C H pour tout g € H, on a alors gH C Hg et g~ Hg C H (I'’hypotheése
pour g~1) et Hg C gH, ce qui donne gH = Hg.

~

Exercice 1.3. Soient G,G’ deux groupes et @ un morphisme de groupes
de G dans G'.

1. Montrer que si H est un sous-groupe distingué de G et ¢ est surjectif,
alors o (H) est un sous-groupe distingué de G'.

2. Montrer que si H' est un sous-groupe distingué de G', alors ¢~* (H')
est un sous-groupe distingué de G.

\

Solution. On sait déja que ¢ (H) est un sous-groupe de G’ (que ¢ soit surjectif
ou non) et que ¢~ (H') est un sous-groupe de G.

1. Si ¢ est surjectif, tout ¢’ € G’ s’écrit ¢’ = ¢ (g) avec g € G et pour tout
K =¢(h)€p(H) (avech € H), on a :

gH (@) = @e ) (0@) " =e@ et e(gh) =¢(ghg™) € (H)
ce qui signifie que ¢ (H) est distingué dans G'.
2. Pourge Gethep 1 (H),ona:

o (ghg™) =w (@) e(h) (p(9) " €@ H (p(9) =H'
et ghg=t € o1 (H'). Donc ¢! (H') est distingué dans G.

Ezxercice 1.4. Soient (G,-) un groupe fini d’ordre n > 2 et H un sous-
groupe de G d’indice 2. Montrer que H distingué.

Solution. Si H est d’indice 2, on a alors G/H = {H,g1H} avec ¢1 ¢ H et
la partition G = H U g H. 1l s’agit alors de montrer que pour tous g € G et
h € H, on a forcément ghg™' € H. Si g € H c’est clair, sinon g = g1k avec
k€ H et ghg™! = glkhlflgfl = glﬂgfl avec { € H et glfgfl € g1H donne
glfgfl = g1m avec m € H, ce qui entraine g; = fm~! € H qui est faux, on a donc
ghg™! = glﬂgfl € H et H est distingué dans G.
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Ezxercice 1.5. Soient G, H deux groupes, ¢ : G — H un morphisme de
groupes, G' un sous-groupe distingué de G et H' un sous-groupe distingué
de H tel que ¢ (G') C H'. Montrer qu’il existe un unique morphisme de
groupes @ : G/G' — H/H' tel que tp oo = pomg, ot g : G — G/G' et
my: H— H/H' sont les surjections canoniques.

\

Solution. En supposant que P existe, on a nécessairement 7y o (¢9) = pong (g)
pour tout g € G, ce qui assure I'unicité de @. On définit donc P par :

Vg€ G/G, B(g) =¢(9)
en notant § = gG’ la classe de g € G modulo G’ et h la classe de h € H modulo

H'. Pour justifier cette définition, on doit vérifier qu’elle ne dépend pas du choix
d’un représentant de g. Si g1 = gz, on a alors gggfl € G’, ce qui nous donne

-1 - T
0 (92) (0(91))" = ¢ (9291") € ¢(G') C H' et ¢ (g1) = ¢ (g2). L'application 7
est donc bien définie et par construction, on a g o p = P o mg. Avec :

—_~—

PG ®) =7 @) = ¢ (9192) = ¢ (91) 2 (92) = 2 (91)9 (92) = P (70) P (7)

on voit que c¢’est un morphisme de groupes.

Exercice 1.6. Soit E un espace euclidien de dimension n > 2. Montrer

que le sous-groupe OF (E) est distingué d’indice 2 dans O (E) .

Solution. O (E) est un sous-groupe distingué de O (E) comme noyau du mor-
phisme de groupes det : O (E) — {—1,1}. Comme cette application est surjective
(Id € O (E) et en désignant par B = (e;);,,, une base orthonormée de E, ap-
plication u définie par u (e1) = —e; et u(e;) = e; pour @ compris entre 2 et n est

dans O~ (E)), O (E) /OT (E) est isomorphe & {—1,1} et [O (E) : OT (E)] = 2.

Exercice 1.7. Montrer que pour g,h dans G, on a 0 (gh) = 0 (hg) .

Solution. L’application ¢ : k + ¢ 'kg est isomorphisme de G sur lui méme,
donc 6 (gh) = 0 (¢ (gh)) = 0 (hg).

A

Ezxercice 1.8. Soit R une relation d’équivalence sur G compatible avec la
loi de G. Montrer que :

1. pour tous g, h dans G, on a gh = gh et hg = hg ;
2. H =1 est un sous-groupe distingué de G ;
3. pour tout g € G, g=gH = Hg et G/R = G/H.

\

Solution.
1. Ona:

(k € gh) & (30 € G| W'Rh et k = gh') = (k = g’ Rgh) = (k € gh)
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donc gh C gh. Et réciproquement :
(k € gh) < (kRgh) = (9" 'kRh) = (g7 'k € h) = (k € gh)

soit gh C gh et gh = gh. On procéde de maniére analogue pour I’égalité hg = hg.
2. Onale H=T,sig,hsont dans H, on a gR1 et hR1, donc ghR1 et pour
g € H, 1Rg et g~'Rg~" entraine ¢~ 'R1, soit g~' € H. Donc H est bien un
sous-groupe de G. Pour g € G,ona gH =gl =get Hg=1g =g = gH, ce qui
signifie que H est distingué dans G.
3. On a aussi montré en 2. que G/R = G/H.

Ezxercice 1.9. Soient (G,-) un groupe fini d’ordre n > 2 et H un sous-
groupe distingué de G. Comparer l'ordre de g dans G/H avec lordre de g
dans G.

Solution. Soit g € G d’ordre p et ¢ Uordre de § dans le groupe quotient G/H
(H est distingué dans G). Avec g¥ = gP = 1, on déduit que ¢ = 6 (g) divise
p=10(g). Pour G = {1,-1,i,—i} C C*, H = {1,-1}, g = i est d’ordre 4 et
G=gH ={i,—i}est dordre 2 (g#T=Het g’ =i2=—1=H =1).

Ezxercice 1.10. Montrer qu’un groupe G est fini si, et seulement si, l’en-
semble de ses sous-groupes est fini. En conséquence, un groupe infini a une
infinité de sous-groupes.

Solution. Si G est un groupe fini alors 'ensemble P (G) des parties de G est fini

(de cardinal 2¢#74(%)) et il en est de méme de I’ensemble des sous-groupes de G.

Réciproquement soit (G, -) un groupe tel que 'ensemble de ses sous-groupes soit
r

fini. On peut écrire G = U (g) et cette réunion est finie, soit G = U (gk) - Silun
geG k=1

de ces sous-groupes (gi) est infini, alors les (gj) ot n décrit N forment une famille
infinie de sous-groupes de G : en effet I'égalité (g3) = (gj") entraine gy = g™,
soit g, 7™ =1 et n — jm = 0 (g est d’ordre infini), c’est-a-dire que m divise
n. Comme n et m jouent des roles symétriques, on a aussi n qui divise m et en
définitive n = m (on peut aussi dire plus rapidement que (gx) est isomorphe & Z
et de ce fait a une infinité de sous-groupes). On a donc une contradiction si I'un
des (gx) est infini. Donc tous les (gj) sont finis et aussi G.

Ezxercice 1.11. Soit (G,-) un groupe tel que tout élément de G soit d’ordre

au plus égal a 2. Montrer que G est commutatif et, pour G fini, qu’il existe
un entier n > 0 tel que card (G) = 2".

Solution. Dire que tous les éléments de G sont d’ordre au plus égal a 2, revient
a dire que I'on a g% = 1, ou encore g = g~ !, pour tout g € G.

1. Pour g1,¢9> dans G, on a g1g2 = (glgz)_1 = gglgfl = g2g1.
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2. On peut montrer ce résultat de diverses manieres.

(a) On peut raisonner par récurrence sur 'ordre de G. Si G est réduit & {1}, on
a alors card (G) = 1 = 2Y. Si G est d’ordre n > 2, pour tout g € G'\ {1},

G
on a (g) = {1,g} et le groupe quotient — (c’est un groupe car G est

(9)

. . n 114
commutatif) est de cardinal — < n avec tous ses éléments d’ordre au

plus égal a 2. En supposant le résultat acquis pour les groupes d’ordre

G
strictement inférieur a n, on a card () = 2P et card (@) = 2PTL.

(9)

(b) On peut procéder de fagon plus astucieuse comme suit. En notant la loi
de G sous forme additive, on a 2-g = 0 pour tout g € G et on peut munir

G d’une structure de ﬁ—espace vectoriel en définissant la loi externe par

0g =0 et 1g = g pour tout g € G, la loi interne étant 1'addition de G (qui
est bien commutative). Si G est fini, il est nécessairement de dimension finie

Z Z\"
sur et notant p sa dimension, on a card (G) = card ((22) ) = 2P

(¢) Comme G est fini, on peut aussi utiliser un systéme générateur minimal
de G, c’est-a-dire que :

p
G = <gl7"' 7gp> = {Hggk | (ala"' ,Oép) GZP}
k=1

(G est commutatif). Sip =1, ona G = (g1) = {1} ou {1,¢1} et clest
terminé. On suppose donc que p > 2. Comme tous les éléments de G sont
d’ordre 1 ou 2, en effectuant des divisions euclidiennes par 2 tout élément

P
de G sécrit g = ng"“ avec (aq, - ,ap) € {0,1}" et 'application :
k=1

¢ (0,11 = G

p
(al’...’ap) s ngk
k=1

est une bijection de (({0,1})”,-) sur G. On vient de voir la surjectivité et

pour a, 3 dans ({0,1})?, I"égalité ¢ (o) = ¢ (B) équivaut a ﬁgfkf’l’“ =1.

Si « # [, il existe alors un indice k compris entre 1 et p tglzique Bk # g

et B — ap = *£1, ce qui entraine que g = ﬁgzj est dans le groupe
i

engendré par les g; avec j # k et G est égal a ce groupe, ce qui contredit le

caractére minimal de p. On a donc o = (3 et ¢ est injective, donc bijective.
En conséquence, on a card (G) = card ({0, 1})” = 2P.

(d) On peut aussi utiliser le théoréme de Cauchy (voir le paragraphe 1.7).
Notons n = 2Pm le cardinal de G avec m impair. Si m = 1, c’est terminé,
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sinon, il admet un diviseur premier ¢ > 3 et le théoreme de Cauchy nous
dit qu’il existe dans G \ {1} un élément d’ordre ¢, ce qui contredit le fait
que tous ses éléments sont d’ordre 2.

(e) Une autre solution consiste & dire que le ppcm des ordres des éléments de
G est égal a 2, et comme ce ppcm a les mémes facteurs premiers que n
(théoréme 1.14), on a nécessairement n = 2P.

Exercice 1.12. En utilisant [’exercice précédent, montrer le cas particulier

suivant du théoreme de Cauchy : si G est un groupe fini d’ordre 2p avec p
premier, il existe alors un élément d’ordre p dans G.

Solution. Si G est d’ordre 2p > 4 avec p premier, le théoreme de Lagrange nous
dit que les éléments de G \ {1} sont d’ordre 2, p ou 2p. S’il n’y a aucun élément
d’ordre p, il n’y en a pas d’ordre 2p (si g € G\ {1} est d’ordre 2p, on a alors
g?#1, g7 # 1et (¢2)" = g? = 1, donc ¢° est d’ordre p), donc tous les éléments
de G\ {1} sont d’ordre 2 et G est commutatif d’ordre 2" = 2p, donc p = 2”71,
n = 2 et p = 2 puisque p est premier, soit une contradiction avec I’hypothese qu’il
n’y a pas d’élément d’ordre p (= 2). Il existe donc dans G des éléments d’ordre p.

Ezercice 1.13. Soit X = {r1, - ,r,} une partie finie de Q et G = (X) le
sous-groupe de (Q,+) engendré par X. Montrer que G est monogéne infini.

Solution. En désignant par p le ppcm des dénominateurs de rq, -+ , 7y, il existe
a

des entiers relatifs aq,--- ,a, tels que rp, = o pour tout k£ compris entre 1 et n
1

et en désignant par 0 le pged de ay, -+ ,a,, on a:

k
G= Zak— | (a1, ) €Z" 3 = —Zakbk | (a1, ) €Z"
= g
ou by,--- ,b, sont des entiers relatifs premiers entre eux dans leur ensemble. On a

donc G = —Z, ce qui signifie que G est monogeéne engendré par —.
1 [t

Ezxercice 1.14. Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un unique

sous-groupe de (Q/Z,+) d’ordre n et que ce groupe est cyclique.

Solution. Supposons que G soit un sous-groupe de (Q/Z,+) d’ordre n. Tout
7 € G a un ordre qui divise n (théoréme de Lagrange), donc n7 = 0, c’est-a-dire

q 1 1
qu’il existe ¢ € Z tel que nr = g et r = 9 Onadoncr =12 =q— € <—> et
n n n n

=0 si, et seulement

3|

1 1 1
GcC <7—1> . Comme - est d’ordre n dans Q/Z (on a kﬁ =

si, — € Z, ce qui équivaut a dire que k est multiple de n), on a nécessairement

1 1
G= <—> . D’ott 'unicité d’un groupe d’ordre n et ce groupe existe (c’est <—>)
n n
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Ezxercice 1.15. En utilisant laction naturelle de S (E) sur E, montrer que
si E est un ensemble fini a n éléments, on a alors card (S (E)) = n!

Solution. On utilise Paction de S (E) sur E définie par :
V(o,2) e S(E) X E, 0-x=0(x)

Cette action est transitive (il y a une seule orbite), donc S (F) -z = E pour
tout € E. Le stabilisateur de € E est S(E), = {0 € S(E) )==a} et

| o (x
I'application qui associe & o € S(F), sa restriction a F' = E \ {x} réalise un

isomorphisme de S (E), sur S (F'). On a donc card (S (E),) = card (S (F)) et :

card (S (F)) = card (S (E) - z) card (S (E),)
= card (E) card (S (F')) = ncard (S (F))

On conclut alors par récurrence sur n > 1.

Ezercice 1.16. (Formule de Burnside) Soit (G,:) un groupe
fini opérant sur un ensemble fini E. Pour tout g € G, on note
FiX( ) = {z€E|g- x—x}. Montrer que le nmombre d’orbites est

o d zcard (Fix (g
T

L

Solution. L’idée est de calculer le cardinal de F = {(g,2) e G x E | g-x =z}
de deux manieéres en utilisant les partitions :

F=|J{ga)|zeFix(g)}=J{(g.2)]g€GC}

geG zel
ce qui donne card (F Z card (Fix (g)) et en notant G-x1,--- , G-z, les orbites
geG
distinctes :
card (G)
Cal‘d Z card Z m
zck zeE
card (G 1
= d(G - -
> ¥ oy (¥ card@.x))
=1 x€G = zeG-x;
= ; card (G) (z zc:x m) Z card (G) = rcard (G)

du fait que G- = G- x; pour x € G - x; (remarque 1.1). Ce qui donne le résultat
annoncé.
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36 Quelques rappels sur les groupes

Ezxercice 1.17. Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un unique
sous-groupe de (C*,-) d’ordre n et que ce groupe est cyclique.

Solution. Si G est un sous-groupe d’ordre n > 1 de (C*,-), on a alors z" =1
pour tout z € G (théoréme de Lagrange), donc G est contenu dans le groupe U,
des racines n-iemes de I'unité et G = U,, puisque ces ensembles sont de méme
cardinal.

Ezxercice 1.18. Déterminer les sous-groupes finis du groupe multiplicatif

R*.

Solution. Si G C R* est un groupe d’ordre n > 1, on a alors ™ = 1 pour x € G
et GG est contenu dans I’ensemble :

{=1,1} si n est pair
{1} sin est impair

An{z€R|x”1}{

On a donc nécessairement n =1et G ={l} oun=2et G={-1,1}.

Ezxercice 1.19. Montrer que tout sous-groupe d’ordre n > 1 du groupe
O3 (R) des matrices de rotations du plan vectoriel euclidien R? est cyclique

2 2
engendré par R <—7T> (rotation d’angle —ﬂ-)
n n

Solution. Le groupe OQL (R) est isomorphe au groupe multiplicatif U des nombres
complexes de module égal a 1, un isomorphisme étant défini par I’application :

_ cos(0) sin(0) 0
R(0) = ( —sin (0) cos (6) ) e

Un sous-groupe fini de OF (R) est donc identifié & un sous-groupe fini de U, donc

2
de C*, et en conséquence il est cyclique engendré par R (—> .
n
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Chapitre 2

Groupe des permutations
d’un ensemble fini

FE est un ensemble ayant au moins deux éléments et Idg est 'application identité
sur E. On note card (E) le cardinal de E.

2.1 Permutations, cycles et transpositions

On note S (E) le groupe des bijections de E sur lui méme.

[ Définition 2.1. Le groupe S (E) est appelé groupe des permutations de E.

Pour £ ={1,2,--- ,n} C N, on note S,, le groupe S (E) et on 'appelle groupe
symétrique a n éléments.
Pour toute permutation o € S,,, on note :

AR 2 ... n
7 o) 0@ - o)
pour signifier que o est la bijection o : k € E — o (k).

Pour toute permutation o € S (E) et tout entier relatif r, 0" est la permutation
de E définie par :

Idg sir=20
oc"={ ogo---oc (rfois)sir >1
(=) ' sir<—1

Définition 2.2. Soit r un entier compris entre 2 et card (E). On appelle
cycle d’ordre r (ou r-cycle), toute permutation o € S (E) qui permute cir-
culairement r éléments de E et laisse fixe les autres, c’est-a-dire qu’il existe

une partie {x1,--- ,x,.} de E telle que :
Vke{l,---,r—1}, o(zr) = Tgt1
o(x,) =1

Vee E\{x1, - 2.}, o(x) =2
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On notera o = (1, -+ ,x,) un tel cycle et on dit que {x1,- -, z,} est le support
de o et on le note Supp (o).
Les r permutations circulaires :

(x17x27"' 7x’r)7 (x27x37“' 7x7“7x1)7 7(‘%7’71.17"' axrfl)

définissent le méme r-cycle.
L’inverse d’un r-cycle est un r-cycle de méme support. Précisément, on a :

(mlamQa o 71‘7“)_1 = (xTvx’!’—h e ,.Tl)

Sio= (331, cee ,xr) est un r-cycle, on a alors pour tout entier £ compris entre

Letr, xp =cf =1 (2y).

l Définition 2.3. On appelle transposition, un 2-cycle.

On peut remarquer qu'une transposition 7 est d’ordre 2 dans le groupe S (E)
et en conséquence, on a 7~ ! = 7. Plus généralement, on a le résultat suivant.

Lemme 2.1 Un r-cycle est d’ordre v dans le groupe (S (E),0).

Preuve. Soit o = (21, ,,) un r-cycle avec r > 2. Pour tout entier k compris
entre 1 et r, on a :

o (xp)=0" (ak_l (331)) =gh1 (o" (21))

=" (o (0" (z1)) =" (o (2,) =" (1) = 2y

Comme o (z) = z, pour z € E\ {z1, -+ ,z,}, on en déduit que ¢ = Idg.
Enfin avec o1 (z1) = o3, # z1, pour 2 < k < r, on déduit que o*~! # Idp et o
est d’ordre r. O

L’inverse d’un r-cycle o est donc le r-cycle o= = 0"~ 1.

Lemme 2.2 Soit r un entier compris entre 2 et card (E). Le conjugué dans
S(E) d’un r-cycle est encore un r-cycle. Plus précisément, pour tout r-cycle
o= (x1,xa, -+ ,x,) et toute permutation T, on a :

ToogoT ! =(1(z1),7(x2), - ,7(2,))

Réciproquement, deux cycles de méme longueur sont conjugués dans S (E), c’est-
a-dire que si o et o’ sont deuz cycles de méme longueur r, il existe alors une
permutation T telle que o' =Too o771,
Preuve. En notant ¢’ = (7(x1),7 (22), -+ ,7(z,)), il sagit de montrer que
Too=c"or.

Pour z € E\ {21, -,z },onaoc(z)=xet 7(x) € E\{r(21), - ,7(x)},
donc 7oo (z) = 7(x) = 0" (1(x)) = 0" o7 (x). Si x est 'un des xy, on a alors
Too(x) =7(0(zr) = 7(xks1) avec o1 = 21 et 0’ o7 (x) = o (7 (xx)) =

7 (2k+1) . On a done bien T oo = 0" o7, soit Toco7 ! =g
Soient o = (a1, ,x,) et o/ = (a), -+ ,2]) deux r-cycles. En se donnant une
bijection ¢ de E\ {x1, -+ ,2,} sur E\ {2}, -, 2.}, on définit une permutation
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7 de E en posant 7 (zi) = ) pour k = 1,---,r et 7(z) = ¢ (x) pour tout
r € E\{x1,-- ,z.JetonaTocor = (7 (1), - ,7(2,) = (2}, ,2L) = 0.

Le résultat précédent se traduit en disant que, pour tout entier » compris entre 2
et card (E) , le groupe S (E) agit par conjugaison de fagon transitive sur ’ensemble
des r-cycles.

En faisant agir S (E) par conjugaison sur ’ensemble des cycles, 1'orbite d'un
r-cycle pour cette action est 1’ensemble de tous les r-cycles et son cardinal est

% (r1)!<:).

Lemme 2.3 Le centre du groupe de S (E) est :

[ S(E) si card(E) =2
Z(S(E)) = { {Idg} si card (E) >3

Preuve. Sicard (F) = 2, le groupe S (F) est commutatif et Z (S(F)) =S (E).
On suppose que card (E) > 3 et on se donne o dans Z (S (F)) . Pour x # y dans E,
ona (0 (2),0(4)) = 0 (5,y)0" = (@,y) 00~ = (2,3), donc o {z, 4} = {z,y}.
Pour card (E) > 3, on peut trouver, pour tout z € F deux éléments y # z distincts
de z et avec {z} = {z,y} N {x, z}, on déduit que :

{o(@)} =0 ({z}) = o ({a, 9} N {z,2})
= o ({e,y}) No ({,2) = {e.y} N {2, 2} = {2}

ce qui donne o () = x. On a donc ¢ = Idg. Le centre de § (E) est donc réduit a
{Id}. d
Ce théoréme nous dit aussi que S (E) n’est pas commutatif pour n > 3.

2.2 Les groupes symétriques S,

Théoréme 2.1.

Si E, F sont deuzr ensembles non vides et ¢ est une bijection de E sur
F, les groupes S (E) et S (F) sont alors isomorphes.

Preuve. L’application v : 0 € S(E) — pooop~t € S(F) est un isomorphisme
de groupes. En effet, pour o € S (E), ¥ (o) € S (F) comme composée de bijections
et pour 01,09 dans S(E), on a :

1

Y (o1009) =@poogi0090p = (()000'10()071)0(()000'204;771):’1/1(0'1)0’1/}(0'2)

¢’est-a-dire que ¢ est un morphisme de groupes de S (F) dans S (F') . Pour o dans
ker (1), ona poogop !t =Idp et o = ¢ toldprop=Idg, donc v est injective.
Pour ¢’ € S (F), l'application 0 = ¢~ 00’ 0 p est dans S (E) et on a ¢ (o) = o’,
donc v est surjective. O

Donc tout groupe de permutations d’un ensemble E & n éléments est isomorphe
au groupe symétrique S,, des permutations de {1,2,--- ,n}.
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Théoréme 2.2.

Pour E de cardinal n > 1, on a card (S (E)) = n!

Preuve. Pour n = 1 c’est clair puisque S (F) = {Idg}. Supposons le résultat
acquis pour les ensembles & n — 1 > 1 éléments et soit £ = {x1, -+ ,z,} un
ensemble & n > 2 éléments. On désigne par H le sous-ensemble de S (E) formé
des permutations de E qui laissent stable z,. On vérifie facilement H est un
sous-groupe de S (E). En effet, on a Id € H et pour tous 01,02 dans H, on
a 01051 () = o1 (xn) = 2y, donc 010;1 € H et H est un sous-groupe de
S (F). L’application qui associe & ¢ € H sa restriction & F = {x1, - , 21}
réalise alors un isomorphisme de H sur S (F). En désignant, pour tout entier k
compris entre 1 et n — 1, par 7 la permutation 7, = (xg,z,), on a S(E) /H =
{mH, - ,7,-1H,H} . En effet, pour tout o € S (F), il existe k € {1,--- ,n} tel
que o (z,) = z), et en notant 7, = Id, on a 7, ‘o (x,) = 7, " (21) = =, donc
. lo € Het oH = 7,H. Onadonc S (E) /H = {nH, - ,7,H} avec ;H # 7. H
pour k # j (pour 1 < k < j <n,onar, '7;(z,) = 7 (x;) # v, donc 7, '7; & H).
En utilisant I’hypotheése de récurrence, on en déduit que :

card (S (F)) = card (S (F) /H) card (H) = card (S (E) /H) card (S (F))
=n-(n—1!=n!

O
On peut aussi montrer le théoreme précédent en utilisant ’action naturelle de
S (E) sur E (exercice 1.15).

2.3 Support et orbites d’'une permutation

Définition 2.4. Le support d’une permutation o € S (FE) est le complé-
mentaire dans E de ’ensemble de ses points fizes, soit [’ensemble :

Supp (o) = {z € E | 0 () # «}

Le support d’un cycle o = (@1, ,2,) est {1, -+ ,x,.}.
Théoréme 2.3.
Soient o,0’ dans S (E).
1. o (Supp (0)) = Supp (o) .
2. Supp (¢) = Supp (07 1) .
3. Pour tout r € Z, on a Supp (¢”) C Supp (o).
4. Si Supp () N Supp (¢/) =0, on a alors 0 oo’ =0’ o0.

Preuve.

1. Soit 2 € Supp (0). De o (z) # x on déduit que o (o (x)) # o (x) (puisque o
est injective) et o (x) € Supp (o). On a donc o (Supp (7)) C Supp (o) (dans
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le cas ou E est fini, on a 1’égalité puisque ces ensembles ont le méme nombre
d’éléments). Comme o est surjective, tout « € Supp (o) sécrit = o (2) et
o(z) =0 (o(2) #x = o (a') nous impose o (2') # 2’, donc =’ € Supp (o) et
x € o (Supp (0)) . On a donc Supp () C o (Supp (o)) et ’égalité o (Supp (o)) =
Supp () -

2. De o (z) = x équivalent & z = o1 (z), on déduit que x € Supp (o) si, et
seulement si, x € Supp (0'_1) et donc Supp (o) = Supp (a‘l) .

3. L'égalité o (r) = z entraine o” (x) = = pour tout r € Z, donc 0" (z) # =z
entraine o () # = et Supp (0") C Supp (o).

4. Soient 0,0’ telles que Supp (o) NSupp (¢/) =0 et x € E. Sio(z) =2 =0’ (z),
on a alors ¢’ oo (x) = o' (z) =2 = o(x) = coo’(x). Si & € Supp (o),
alors « ¢ Supp (¢’) et o' (x) = x, donc ¢ o ¢’ () = o (x). Mais on a aussi
o(x) € Supp (o), donc o (z) ¢ Supp(c’) et 0’ oo (x) = o(x) = cod' (x).
De maniére analogue, on vérifie que o’ o o (z) = o’ (x) = 0 0 ¢’ (x) pour tout
x € Supp (¢’) (on permute les roles de o et ¢’). On a donc 0 oo’ =o' 0 0.

O
La réciproque du point 4. est fausse (prendre o # Idg et o/ = o~ ).
Pour la suite de ce paragraphe et les suivants, E est fini de cardinal n > 2.
Soit ¢ € S(F). On a une action naturelle du groupe cyclique H = (o) sur E
définie par (0%, z) — 0% -2 = o* (z). Les orbites (ou o-orbites) pour cette action,
sont les ensembles H -z = {y-z |y € H} = {o¥ () | k € Z}, ot = décrit E. On
notera Orb, (x) une telle orbite. On rappelle que ces orbites sont aussi les classes

d’équivalence pour la relation d’équivalence définie sur F par :
(zRoy) & (FkeZ|y=0"(2))

et les orbites deux a deux distinctes forment une partition de FE.
Une o-orbite Orb, (x) est réduite & un point si, et seulement si, o (x) = x et les
orbites non réduites & un point forment une partition du support de o.

Lemme 2.4 Soient 0 € S(E) \ {Idg} et O une o-orbite de cardinal r > 2. Pour
tout € O, r est le plus petit entier naturel non nul tel que 0" (x) = x et :

O = Orb, (z) = {z,0(x), - ,0" " (2)}

Preuve. Comme o # Id E, il existe une orbite O non réduite a un point. Il existe
y € E tel que O Orb, (y) = {o* (y) | k € Z} . Si x € O, il existe alors un entier
k tel que z = o* (y) et :

Orby (z) ={o/ (x) |jeZ}={cF (y)|jeZ} ={o'(y)|i€Z} =0

Si o (x) # x pour tout k > 1, on a alors o’ (x) # o () pour tous i # j dans Z et
O est infini, ce qui n’est pas. Il existe donc un plus petit entier naturel non nul s tel
que ¢° (z) = x. Comme O = Orb, (z) est de cardinal r > 2, elle n’est pas réduite
a un point et o (x) # x. On a donc s > 2. En utilisant le théoréme de division
euclidienne, tout entier k € Z s’écrit k = gs+javecq € Zet 0 < j<s—1,ce
qui donne o* (z) = 07 (z) et O = {z,0(2), -+ 05! (z)}. Avec o' (z) # 07 ()
pour tous ¢ # j dans {0,1,---,s— 1} (caractére minimal de s), on déduit que
card (O) = s et s = O
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Théoréme 2.4.

Une permutation o € S (E) est un cycle d’ordre r > 2 si, el seulement
st, il N’y a qu’une seule g-orbite non réduite a un point.

Preuve. On a déja vu qu'un r-cycle a une seule orbite non réduite a un point.
Réciproquement si o a une seule orbite non réduite & un point :

0= {xaa(x)7"' ao—ril ((E)} = {1’1,5U2,-'~ 7x7“}
avec r > 2, on a alors :

o(xg)=app1 1<k<r-1)
o(zy) =m1
o(x)=xzsize E\{xy, 2.}

et o est le r-cycle (z1, 22, -+ ,2,). O
On déduit du résultat précédent quune permutation o € S (F) est un cycle
d’ordre r > 2 si, et seulement si, il existe x € E tel que Supp (o) = Orb, ().
La composée de deux cycles n’est pas un cycle en général. Par exemple pour

o = (1,2,3,4) dans Sy, on a 02 = < é Z i) ;L > avec Orb,2 (1) = {1,3} et

Orbgz (2) = {2,4}, donc o2 n’est pas un cycle.
2.4 Décomposition d’une permutation en produit

de cycles

Comme précisé au paragraphe précédent, F est fini de cardinal n > 2. Pour
toute permutation o € S (E), on note 0 (o) son ordre dans le groupe S (E).

Définition 2.5. On dit que deux cycles o et o’ dans S (E) sont disjoints,
st leurs supports sont disjoints dans E.

En utilisant le fait que les o-orbites forment une partition de E et que chaque
o-orbite non réduite & un point permet de définir un cycle, on obtient le résultat
suivant qui nous donne un premier systéme de générateurs de S (F).

Théoréme 2.5.

Toute permutation o € S(E) \ {Idg} se décompose en produit de
cycles deuz a deuz disjoints (le groupe S (E) est engendré par les cycles).
Cette décomposition est unique & Uordre prés. Si o = ~1---7, est une

P
telle décomposition, on a alors la partition Supp (o) = U Supp (k) et

0(c) = ppem (0(12) -+~ 10 (7)) -
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Preuve. Soient 0 € S(E) \ {Idg} et O1,---,0,,---,0, les o-orbites deux &
deux distinctes avec rp = card (O) > 2 pour k = 1,--- ,p et card (O) = 1 pour

k=p+1,---,r (s’il en existe). On a alors la partition F = U Oy.

k=1
Pour tout entier £ compris entre 1 et 7, on désigne par ;. la permutation de F

définie par :

z) siz e O

(7 est bien une permutation de E car la restriction de o & une orbite Oy, est une
permutation de Oy). Si O est réduite & un point, alors v, = Idg, sinon 7 est
un rg-cycle : en effet, pour x ¢ Oy, on a v, (x) = z et Orb,, (z) = {z} et pour
xr €O, ona:

Orb%(:lc)z{ (x) |j€Z} {o] )i €Z} =O0rb, (x) =0
donc 7, a bien une seule orbite non réduite a un point. On vérifie alors que o =
H'yj = ﬁfyj. En effet, pour = € E il existe un unique indice k compris entre 1 et
7;7tel quejjcle Or et on a v, (z) = o (z), vj (x) = x pour j # k (puisque = ¢ O;)

et tenant compte du fait que les vy, commutent (leurs supports sont deux a deux
disjoints), on en déduit que :

H%‘ (@) = | % H% () = (z) =0 (z)

J;ﬁk
p/
Il reste a montrer 'unicité, a 'ordre pres, d’une telle décomposition. Soit o = 1_[7,’C
k=1
est une autre décomposition en cycles deux & deux disjoints. En notant Of,--- , O/,
les supports de ces cycles, pour k € {1,--- ,p'} et z € O;, on a o (z) = v, (x)

(z & O pour j # k et les cycles commutent), donc Oy, = Orb,, (¥) = Orb, (z).
Les orbites O}, sont donc les orbites non réduites & un point de ¢ et p’ = p. On
a donc O}, = O; pour un unique j compris entre 1 et p. Pour z € Oj, on a

Ve (@) = 0 () = v, (z) et pour x ¢ Oy, v, () =z =; (x), ce qui donne 7, = ~;
p

et 'unicité de la décomposition a l'ordre pres. La réunion U Supp (k) est la

k=1
réunion des orbites Oy non réduites a un point, soit le support de o. Notons p =
ppem (0 (v1),-++,0(vp)) . Comme les cycles v, commutent, on a o = Af - ~'y]’§

pour tout entier naturel k et 0% = Idp si, et seulement si, 7% = Idg pour tout
7 compris entre 1 et p. En effet, il est clair que la condition est suffisante et si
o* = Idg, on a alors pour tout x € O; (O1,---,0, sont toutes les o-orbites)
7]’? (r) = 0¥ (z) = = et aussi 'yJ’? (z) = x pour = ¢ O;, donc WJ’? = Idg. 1l en résulte
que l'ordre de o est un multiple commun des ordres des o et c¢’est un multiple de
1 qui lui méme est multiple de l'ordre de o puisque o* = Idg. D’ou I'égalité. O
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On convient que I'identité est produit de 0 cycle : Idg = ~° pour tout cycle ~.

Comme l'ordre d’un cycle est égal a sa longueur, 'ordre de o est aussi le ppcm
des longueurs des cycles ;.

Pour E = {1,2,--- ,n}, une telle décomposition s’obtient en prenant, dans le
cas ol il n'est pas fixe, les images de 1 par 0,02, -, jusqu’au moment ot on
retombe sur 1 (I'orbite de 1), puis on recommence avec le plus petit entier dans
E\ Orb, (1) qui n’est pas fixe et ainsi de suite.

Pour o = ( ; g i g ? g ; g ),onaa(l):2,02(1):3,03(1):47
ot (1) =5, 6° (1) = 1, ce qui donne le premier cycle (1,2,3,4,5), puis o (6) = 7,
0% (6) =6 et o (8) = 8 donc o =(1,2,3,4,5) (6,7).

2.5 Systémes de générateurs de S (F)

On a déja vu que S (E) est engendré par les cycles.

Lemme 2.5 Pour 2 < r < n, tout r-cycle dans S (E) s’écrit comme produit de
r — 1 transpositions.

Preuve. Résulte de (1,29, ,x,) = (21, 22) (x2,23) -+ (Tr—1,, T1) - O

Théoréme 2.6.

Toute permutation o € S (E) se décompose en produit de transpositions
(le groupe S (E) est engendré par les transpositions).

Preuve. On a Idg = 72 pour toute transposition et toute permutation o dans
S (E)\ {Idg} est produit de cycles et un cycle est produit de transpositions. [

Dans la décomposition d’une permutation en produit de transpositions, il n’y a
pas unicité et les transpositions ne commutent pas nécessairement. Par exemple,

ona (2,3)=(1,2)(1,3)(1,2) et (1,2)(2,3) = (1,2,3) # (2,3) (1,2) = (3,2,1).

3 4 5 6 7 8
Exemple 2.1 Pour o = 45 1 7 6 8)—(1,2,3,4,5)(6,7),072

w N

1
2
ao= (17 2) (27 3) (3v4> (4a 5) (6a 7).

~—

Comme S (F) est isomorphe a S,,, on se contente maintenant de décrire des
générateurs de S,,.

Lemme 2.6 S, est engendré par les n — 1 transpositions (1,k) ot 2 < k < n.

Preuve. Soit (7,j) une transposition avec 1 <i# j<n.Sii=1ouj=1,iln’y
a rien & faire ((i,7) = (j,i)) et pour i # 1, j # 1, on a :

(17.7) = (Li) (17j) (lvi)_l = (152) (1’]) (Li)

(lemme 2.2). Le résultat se déduit alors du fait que S,, est engendré par les trans-
positions. 0
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Il n’est pas possible d’enlever une de ces transpositions (1, k) du fait que pour
2<k<mnet2<j+#k<n, toutes les transposition (1,7) laissent fixe k.

1 2 3 4 5 6 7 8
Poura-(2 3 45176 8)—(1,2)(2,3)(3,4)(4,5)(6,7),ona.

o=(1,2)(1,2)(1,3) (1,2) (1,3) (1,4) (1,3) (1,4) (1,5) (1,4) (1,6) (1,7) (1,6)
=(1,3)(1,2)(1,3) (1,4) (1,3) (1,4) (1,5) (1,4) (1,6) (1,7) (1,6)

~—

Lemme 2.7 S,, est engendré par les n — 1 transpositions (k,k + 1) ot k est com-
pris entre 1 et n — 1.

Preuve. Comme S,, est engendré par les transpositions (1,k) ou 2 < k < n, il
suffit d’écrire chaque transposition (1, k) comme produit de transpositions du type
(i,i4+1). Pour 3<k<mn,ona:

(LE) = (k—1,k) (Lk—1) (k—1,k) "= (k—1,k) (1,k—1)(k—1,k)

(encore le lemme 2.2). Pour k = 3, on a (1,k —1) = (1,2) et c’est terminé, sinon
on écrit (1,k—1)=(k—2,k—1)(1,k—2)(k—2,k— 1) et on continue ainsi de
suite si nécessaire. Pour k = 2, la transposition (1,k) = (1,2) est de la forme
souhaitée. O

Il n’est pas possible d’enlever une de ces transpositions (k, k + 1) du fait que
pour l <k<n-—1letl<j#k<n-—1, toutes les transposition (j,j + 1) laissent
globalement invariant la partie {1,--- ,k}.

Lemme 2.8 S,, est engendré par (1,2) et (1,2,---,n).

Preuve. Comme S, est engendré par les transpositions (k, k + 1) ol k est compris
entre 1 et n — 1, il suffit de montrer que chaque transposition (k,k + 1) est dans
le sous-groupe G de S,, engendré par 7 = (1,2) et v = (1,2,---,n). On a déja
(1,2) € G et, pour n > 3 :

Y(1L,2)y = (v(1),7(2) = (2,3
v(2,3)7 = (v(2),7(3) = (3,4)

Y(n—2n-1)7" = (y(n—2),7(n—1)) = (n—1,n)

soit (k,k+1) = ~*"1(1,2) ('y"“‘*l)fl pour 1 <k <n-—1. O

2.6 Signature d’une permutation

Pour toute permutation o € S (E), on note u (o) le nombre de o-orbites dis-
tinctes.

Sio = Hak est la décomposition de o en produit de cycles deux a deux

k=1
disjoints, on a vu que p est le nombre de o-orbites non réduites a un point et

(o) =p+ ¢ (o) ol ¢ (o) est le nombre de points fixes de o.
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Définition 2.6. La signature d’une permutation o € S (E) est [’élément
e (o) de {—1,1} défini par ¢ (o) = (—1)"H) .

Exemples 2.1

1. L’identité a n orbites réduites & un point et e (Idg) = 1.

2. Si o est un r-cycle, il a une orbite non réduite a un point et m — r orbites
réduites a un point, donc p(c) =n—r+1ete(o) = (—1)T_1 .

3. Si T est une transposition, on a € (o) = —1.

Lemme 2.9 Pour toute permutation o € S (E) et toute transposition T € S (E)
on ac(ro)=—¢c(0).

Preuve. Soient 7 = (x,y) une transposition dans S (E) avec x # y et ¢’ = 70. Si
o =1Idg, on a alors 70 =T et £ (70) = —1. Pour 0 # Idg, on a la décomposition
en produit de cycles deux a deux disjoints, 0 = o1 - - - 0, ol les Oy = Supp (o) ,
pour k compris entre 1 et p, sont toutes les orbites non réduites a un point.

P
Si{z,y}n U Oy, = (), le nombre de points fixes de o’ est alors ¢ (¢/) = ¢ (o) —2

k=1
et le nombre de o’-orbites est p(0') =p+1+¢(0) —2= (o) — 1, ce qui donne
e(d")=—¢e(0).
Si {x,y} est contenu dans I'une des o-orbites Oy, comme les cycles o; com-

P
mutent, on a o/ = TUkHUj avec :

=1
#k

y € Op = Orb, (z) = {a:,a(x),-~- ,omeL (x)} ={x1, T}

Il existe donc j € {2,--- , 7} tel que y = x; et :

TO| = ($1,1’j) (xla"' yLgy e aka) = (%1,"' 71L'j71> (:L'j,-'- 7xrk) :0']/@0';6/

(pour j = ri, o) = Idg), ce qui donne la décomposition en produit de cycles

P
deux & deux disjoints, o/ = O’;CO';C’HJ]'. On a donc, pu(o’) = p(o) +1 (pour
j=1
#k
j = 7k, le nombre de cycles est inchangé, mais x,, est un point fixe de plus) et

e(o')=—¢(0).
Si x,y sont dans deux orbites distinctes, soit {z, y}NO;, = {z}, {z,y}NO; = {y}
avec j # k, on a alors :

Oy = Orb, (I) = {I,U(l‘),"' 70'”71 (‘T)} = {‘Tla"' 7xrk}
et 05 = Orby (y) = {y,0 (y),-- 0" (y)} = {y1, -,y }, donc :

TORO; = (mlvyl) (mlv"' 7x7“k) (ylv'“ 7y’r‘j) = (ylvxl) (xlv"' 7ka) (ylf" 7y7’j)
= (yhxla"' 7.’177«k) (y1>"' ay’r‘j) = (xla"' 7$Tk7y1) (yla"' 7yrj)

/
= (xlf" s Lrgs Y1y 00 ay’l‘j) =0k
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et la décomposition en produit de cycles deux a deux disjoints :

P P
O',:TO'kO'j H O’Z‘:O']/C H ag;
=1 =1
i¢{jk} i¢{jk}

On a donc, p(0')=p(oc)—1lete(o') = —c (o).

Enfin, la derniére possibilité est que x [resp. y] soit dans I'une des orbites Oy, et y
[resp. z] en dehors de la réunion de toutes les orbites. On a alors ¢ (¢/) = ¢ (o) +1
et Oy, = Orb, () = {z,0 (), -+ ,0™ 1 (z)} ={z1,++ 2}, donc :

TOk = (zl,y) (‘Tla"' 71‘7”1«) = (yaxlv"' 7xrk)

et u(o’)=p(o)+1, ce qui donne ¢ (¢/) = —¢ (o). O
On en déduit le théoréme qui suit qui nous donne une définition équivalente de
la signature d’une permutation.

Théoréme 2.7.

Sio € S(E) est produit de p transpositions, on a alors € (0) = (—=1)" (la
parité de p est donc uniquement déterminée par o).

Preuve. C’est une conséquence immédiate du lemme précédent et du fait que
e (1) = —1 pour toute transposition . O

Théoréme 2.8.

Les seuls morphismes de groupes de (S (E),o) dans (R*,-) sont lappli-
cation constante égale a 1 et la signature €. La signature étant surjective de

S(E) sur {—1,1}.

Preuve. Montrons tout d’abord que € est un morphisme de groupes surjectif de
(S(FE),o0)sur {—1,1}.

On a vu que € est a valeurs dans {—1,1} et avec ¢ (Idg) =1, € (1) = —1 pour
toute transposition 7 (E a au moins deux éléments), on déduit que o est surjectif.

Si 0,0’ sont deux permutations elles s’écrivent respectivement comme produit
de p et g transpositions, ce qui permet d’écrire oo’ comme produit de p + ¢ trans-
positions et on a & (c0’) = (—1)"T9 = £ (o) e (¢’). Donc € est un morphisme de
groupes.

Soit ¢ un morphisme de groupe de S (F) dans R*. Si 71, 75 sont deux transpo-
sitions, il existe une permutation o telle que 7 = o0~ ! (lemme 2.2) et comme
le groupe multiplicatif R* est commutatif, on a :

p(r) =@ e(n)e0) =) e(@)  v(n)=¢(n)

cest-a-dire que ¢ est constant sur les transpositions. Avec ¢ (Idg) = ¢ (12) =
(¢ (7'))2 pour toute transposition 7, on déduit que ¢ (7) = 1 pour toute trans-
position 7 ou ¢ (1) = —1 pour toute transposition 7. Dans le premier cas, on a
¢ (o) = 1 pour toute permutation o puisque les transpositions engendrent S (E)
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P
et dans le second cas, comme toute permutation o € S (E) sécrit o = H’Tk ol
k=1
P
les 7, sont des transpositions, on a ¢ (o) = ng (1) = (=1)" =< (o). O
k=1

Le résultat qui suit nous donne une autre définition de la signature d’une per-
mutation o € S,,.

Théoréme 2.9.

Pour toute permutation o € S,,, on a (o) = H M.
1<i<j<n 4T
Preuve. Soit ¢ Papplication définie sur S, par ¢ (o) = H M.

1<icj<n  J 1
Pour montrer que ¢ = ¢, il suffit de montrer que ¢ est un morphisme de groupes
non constant de S, dans R*. Comme o est bijective, on a ¢ (0) € R* pour tout
o€ S8,. Pour 01,05 dans S,,, on a :

_ a1 (02 () — o1 (02 (7)) 02 (§) — 02 (i)
@(0'10'2)_1Si<1_£§n o9 (j)_0_2 (l) _]—Z

- o1 (02 (j)) — o1 (02 (7)) o2 (j) — 02 (7)

- 1sg§n 72 (4) = o2 (i) 19‘1191 ol

j— 1
1<i/<j'<n 1<i<j<n J

puisque oy est bijective de {1,--- ,n} sur {1,---,n}, ce qui donne ¢ (o102) =
w(o1)p(o2). Ona p(Idg) =1 et pour 7 = (1,2) :

:ﬁf(j>—2 - j—lz_ﬁj—w—lz_l
Job g2 il

Jj=2

donc ¢ est non constant et c’est la signature. (]

Du théoréme précédent, on déduit que £ () = (=1)"'7), ot :

V(J):card{(i,j)€N2\1§i<j§net 0(j)<a(i)}

est le nombre d’inversions de ¢. Ce qui nous donne une définition supplémentaire

de la signature.
2 3 4 7 8 5 ' ;
1 2 3 6 g | onad inversions, donc

5 6
4 7

Ot =

Exemple 2.2 Pour o = <
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2.7 Le groupe alterné

Définition 2.7. On dit qu’une permutation o € S (E) est paire [resp. est
impaire | sie (o) =1 [resp. e (o) = —1].

Exemple 2.3 Les cycles de longueur paire [resp. impaire] sont des permutations
impaires [resp. paires].

Définition 2.8. Le groupe alterné est le sous-ensemble de S (E) formé des
permutations paires. On le note A(E).

Pour £ ={1,2,---,n}, on note A, le groupe alterné.
A (E) est un sous-groupe distingué de S (F) (c’est le noyau du morphisme ),
E !
il est d’indice 2 (card % =card {—1,1} = 2) et card (A (E)) = %
Pour n =2, 0on a A(F) ={ldg}.
3!
As est cyclique engendré par v; = (1,2,3). En effet card (A3) = 3= 3etle

cycle v1 est d’ordre 3 dans As.
On suppose, pour ce qui suit que n > 3.

Lemme 2.10 Le produit de deux transpositions est un produit de 3-cycles. Préci-
sément, pour x,y, z,t deuzr a distincts dans F, on a :

(z,y) (2,2) = (2, 2,9) et (2,9)(2,1) = (2,9, 2) (4, 2,1).

Preuve. Soient 7y et 75 deux transpositions.

SiT = 7o, onaalors 7175 = Idp = 3 pour n’importe quel 3-cycle. Si 7 # 75, on
a alors deux possibilités. Soit Supp (1) N Supp (72) = {z}, donc 71 = (x,y), 72 =
(x,z) avec z,y,z distincts et 12 = (y,2) (z,2) = (y,2,2) = (z,2,y) (exercice
2.3), soit Supp (71) N Supp (12) = 0, donc 71 = (z,y), 72 = (2,¢) avec z,y, z,t
distincts et 70 = (2, 9) (2,t) = (x,9) (v, 2) (y, 2) (2,t) = (x,y,2) (y,2,t) . O

Théoréme 2.10.

Pour n > 3, A(FE) est engendré par les 3-cycles.

Preuve. Comme S (F) est engendré par les transpositions, on déduit du théoréme
2.7 qu'une permutation paire est le produit d’un nombre pair de transpositions et
le lemme qui précede nous dit que ce produit s’écrit comme produit de 3-cycles. O

Théoréme 2.11.

Pour n > 5, les sous-groupes distingués de S (E) sont {Id}, A(E) et
S(FE).

Preuve. Soit H un sous-groupe distingué non trivial de S (F) (i.e. distinct de
{Id} et de S (E)). Pour montrer que H = A (E) , il suffit de montrer que H contient

f

—
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un 3-cycle (il les contient alors tous puisqu’ils sont conjugués dans S (E), donc
A(E) C H et H = A(FE) puisque les 3-cycles engendrent A(FE) et H # S (E) :
en effet, ona A(F) C H C S (F), donc card (H) :p%! :p%d(m et pg = 2,
soitp=1et H=A(E)oup=2et H=S(E)).

Soient o € H \ {Id} et 7 = (z,y) une transposition ne commutant pas a o
(exercice 2.3). H étant distingué dans S(E), on a o/ = roro~! = (ro77 1) o ?
qui est dans H et en écrivant que o’ = (z,y) (o (z,y) o) = (z,y) (o (z), 0 (y)),
on voit que o’ est produit de deux transpositions. L’égalité o’ = Id est réalisée si,
et seulement si, ToTo "t = Id, soit 7o = o771 = o7, ce qui n'est pas. Si {z,y} N
{o(z),0(y)} est réduit & un point, alors ¢’ est un 3-cycle et dans ce cas H =
A (E), sinon cette intersection est vide et en prenant z dans E\ {z,y,0 (),0 (y)}
(on a n > 5), le groupe H contient (x,y) (¢ (x),z) puisque le produit de deux
transpositions de supports disjoints sont conjugués dans S (E) et H est distingué.
Il en résulte que H contient :

(@,9) (0 (x),0(y)) (2,9) (0 (2),2) = (0 (x) 0 (y)) (0 (z),2)

qui est le 3-cycle (o (y),0 (x),2). O
En utilisant les groupes de Sylow, on peut montrer qu’un groupe simple d’ordre
60 est isomorphe a As. Plus généralement, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.12.

Pour n =3 oun > 5 le groupe A(E) est simple (i.e. n’a pas de sous-
groupes distingués autres que lui méme et {Id}).

Preuve. Pour n = 3, A(FE) est cyclique d’ordre 3 et n’a pas de sous-groupe
trivial. On suppose n > 5 et on se donne un sous-groupe distingué H de A (E)
distinct de {Id} . Pour montrer que H = A (E), il suffit de montrer que H contient
un 3-cycle puisqu’ils sont tous conjugués dans A (F) et 'engendrent. On se donne
o€ H\{Id} et v = (z,2,y) € A(E) un 3-cycle avec y = o () qui ne commute
pas & o (voir lexercice 2.23). Comme H est un sous-groupe distingué de A (F),

onao = 070_17_1 =0 (70‘17_1) € H et en écrivant que :

o = (0’ (z,2,y) 0_1) (y,z,2) = (0 (x),0(2),0 ) (y,2,2)
= (ya o (Z) 0 (y)) (ya z7$>

on voit que ¢’ est produit de deux 3-cycles qui agissent sur F' = {z,y, 2,0 (y),0 (2)}
formé d’au plus 5 éléments (tous les points de E \ F sont fixes). L’égalité o’ = Id
est réalisée si, et seulement si, oyo~'y~! = Id, soit 70 = 7o, ce qui n'est
pas, donc ¢’ # Id. Dans S (F) la permutation ¢’ s’écrit comme produit de
cycles de supports disjoints, cette décomposition étant celle de S (E) et comme
o' € A(E), il n’y a que trois possibilités : o’ est soit un 3-cycle, soit un pro-
duit de deux transpositions de supports disjoints, soit un 5-cycle. Dans le pre-
mier cas c’est terminé, dans le second on a ¢’ = (x1,z2) (x3,24) et, choisissant
x5 € B\ {x1,22,23,24}, en notant 7 = (x1,22,25) € A(E), on vérifie que le

—1

commutateur ¢’ = [¢/, 7] = o’ (T ) 7_1) qui est dans H est un 3-cycle et
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c’est terminé. En effet, on a :
—1\ _
o’ = (o’T ) ) 1= (o' (21),0" (x2),0 (x5)) (x5, 29, 1)
- (x27x1ax5) (l’5,$2,$1) = ($2,x5,$1)

Dans le troisiéme cas, on a o’ = (x1, xa, T3, T4, Ts5) et, en notant 7 = (x1,xe, x3) €
A(E), on vérifie que le commutateur o = [07, 7] qui est dans H est un 3-cycle et
c’est terminé. En effet, on a :

o’ = (0/7' (0'/)_1> Tl = ((7/ (x1), o’ (x2) o (x3)) (23, T2, 21)
= (29,23, 24) (T3, 22, 21) = (T1, T4, T2)

O
2.8 Quelques exemples d’utilisation du groupe sy-
métrique

2.8.1 Dérangements d’un ensemble fini

On note I,, = {1,2,--- ,n} pour tout entier n > 2.

Définition 2.9. On appelle dérangement de I, toute permutation o de cet
ensemble n'ayant aucun point fize (i.e. telle que o (i) # i pour tout i € I, ).

Pour tout entier naturel non nul p, on note ¢, le nombre de dérangements de
I,. On a 0; = 0 et, par convention, on pose dy = 1.

Lemme 2.11 (Formule d’inversion de Pascal) Si(fn),cy €t (9n),cy s0nt deuz

suites réelles telles que f, = Z(n

k)gk pour tout n € N, on a alors
k=0

VneN, g = (-1)"* (Z) fi

k=0

Preuve. On peut montrer cette formule en utilisant un argument d’algebre li-
néaire. Pour n = 0, c’est clair. En supposant n > 1, on note F' et G les vecteurs
de R™*1 définis par F = (f)gcpen» G = (9k)g<p<n €t on a F = PG, ou P est la
matrice carrée d’ordre n + 1 :
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(matrice de Pascal). Cette matrice P est inversible (on a det P) = 1) et il s’agit

alors de calculer son inverse.
k

E\ .
En écrivant, pour 0 < k < n, I'égalité (1 + X)k = Z( ,)X] dans R,, [X], on
j=0

0 () @ (1)

remarque que P = 'Q,ou Q = o o (3 " est la matrice de
: : e K (7L1—ll)
0 0O --- 0 (Z)

delab ique (X* de R, [X] 4 la b (1Xk) .
passage de la base canonique ( )nggn e R, [X] a la base ((1+ X) ohen
La matrice @ est inversible et son inverse est la matrice de passage de la base

((1 + X)k> e a (X*) <)<, » qui s'obtient avec :
0<k<n ==

k
XF=1+x -1 =3 (k> (1+X) ()"

i=0 M

On a donc Q! = 0 0 (3) et :
0 0 0 §9)
(o) 0 0
—(0) () 0 0
Pr=tQ = () -0 0 0
. ) 0
D" () ") D G2 ()
L’égalité G = P~1F nous donne alors g,, = . (-1 F " S O
g g kZ:o (k) k

Lemme 2.12 On a :

YneN, nl = z": (Z) Sk (2.1)

k=0

Preuve. Pour n = 0 c’est clair vu les conventions 0! = dg = 1. Pour n > 1, on a la
n

partition S,, = U Sn.k, 01 Sy, i est le sous-ensemble de S, formé des permutations
k=0

de I,, qui ont exactement k points fixes (pour k = n, on a S, ,, = {Id} et pour

k=n—1onasS,,1 =0 puisquune permutation qui a n — 1 points fixes en a
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obligatoirement n, il n’en n’existe donc pas qui ont exactement n — 1 points fixes).
n
11 en résulte que n! = card (S,,) = Z card (S, 1) -
k=0
En choisissant un ensemble de k points fixes dans I,, il y a §,,_; dérangements

n
possibles pour les n — k points restants et comme il y a < k:) fagons de choisir ces

Z) dn—1 (on a bien card (S,,n,—1) =0

puisque d; = 0 et la convention dy = 1 est justifiée par card (S,,,,) = 1) donc :

S S T

k=0 k=0 =0

k points fixes, on déduit que card (S, ;) =

Théoréme 2.13.

(—1)*
ZIN

n
Pour tout n € N, le nombre de dérangements de I,, est 6, = n!z
k=0

Preuve. En utilisant la formule d’inversion de Pascal, on déduit du lemme pré-
n

n k
cédent que 9§, = Z (-1 k (Z)k' = n'z( kll) . O
k=0

k=0

Corollaire 2.1. Pour tout n € N, le nombre de permutations de I, ayant
nl' = (—1)*

7l k!
k=0

n
exactement r points fizes, pour 0 < r < n, est ( >5nr =
P

Preuve. Pour un ensemble de r points fixes choisi il y a §,,_, dérangements des

n
autres points et on peut choisir ces points fixes de ( > facons. O
r

2.8.2 Le théoréme de Cayley

Théoréme 2.14. Cayley

Tout groupe G est isomorphe a un sous-groupe de S (G) .

Preuve. Soit G un groupe. Pour tout g € G, l'application ¢ (g) : h +— g - h est
dans S (G). En effet, pour tout k € G, 'équation g - h = k a une unique solution
donnée par h = g~ 'k, ce qui signifie que ¢ (g) est une bijection de G sur lui méme.
Avec ¢ (g9g9') (h) = gg'h = ¢ (9) (¢ (') (h)) = ¢ (g) o ¥ (g') (h) pour tous g,9', h
dans G, on déduit que ¢ (99’) = ¢ (g9) o (¢') pour tous g, ¢’ dans G, ce qui signifie
que ¢ est un morphisme de groupes. Enfin, si g € ker (), on a g-h = h pour tout
h € G et g =1, donc ¢ est injectif et réalise un isomorphisme de G sur Im (¢) qui
est un sous-groupe de S (G). O
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2.8.3 Matrices de permutation

On désigne par K un corps commutatif et a toute permutation o € S,, on
associe la matrice de passage P, de la base canonique B = (e;), <j<n de K™ a la
base B, = (eg(j))1<j<n. On dit que P, est la matrice de permutation associée
a 0. On peut remarquer que FPye; = €s(j) pour tout j compris entre 1 et n et
en conséquence, pour tout vecteur x = (xi)lgigna on a P,x = (x(,_l(i))KKn.

n n n
En effet, en écrivant que x = ijej, on a P,r = ijpgej = ijea(j)et le

Jj=1 Jj=1 Jj=1

n
changement d’indice k = o (j) (o est bijective), donne P,z = Zxafl(k)ek.
k=1

Théoréme 2.15.

L’application P : o — P, est un morphisme de groupes injectif de S,
dans GL,, (K) et pour toute permutation o € S,,, on a det (P,) = (o).

Preuve. On a bien P, € GL, (K) pour toute permutation o € S,. Pour o,0’
dans S, et 1 < j < n, ona Py (Pyrej) = Poeor(j) = €o(o(j)) = €oo'(j) = Poor€js
donc P, P, = P,, et P est un morphisme de groupes.

Sio € ker (P),ona P, = I, et e; = e,(;) pour tout j, ce qui revient a dire que
j =0 (j) pour tout j et donc que o = Id. Le morphisme P est donc injectif.

Si 7 est une transposition, la matrice P, est déduite de I,, en permutant deux
colonnes et utilisant les propriétés du déterminant (qui peut se définir avec les
opérations élémentaires et sans référence au groupe symétrique), on en déduit
que det (P;) = —det (I,) = —1 (sous-entendu —1g). En écrivant o € S,, comme
produit de p transpositions et en utilisant le fait que P est un morphisme de
groupes, on en déduit que det (P,) = (—1)” = ¢ (o) (sous-entendu ¢ (0) 1x). O

Prenant K = R, le résultat précédent nous donne une définition équivalent de
la signature, dans la mesure ou on a défini le déterminant d’une matrice carrée
sans référence au groupe symétrique.

Corollaire 2.2. Tout groupe fini d’ordre n > 1 est isomorphe & un sous-

groupe de GL,, (F,) otu F), = — et p > 2 est un nombre premier.
p

Preuve. Le théoréme de Cayley (théoréme 5.1) nous dit que G est isomorphe a
un sous-groupe de S, (qui est isomorphe a S (G) pour G d’ordre n) et le théoreme
précédent que S, est isomorphe & un sous-groupe de GL,, (F)). Il en résulte que
G est isomorphe & un sous-groupe de GL,, (F,) . O

2.8.4 Isométries laissant une partie invariante

Voir le paragraphe 3.4
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2.8.5 Polynémes symétriques

K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2.
Un polynéme P = Zai1,~~ i X X e K[Xq, -+, X, est dit de degré égal

n
adsia;, ... ;, =0 pour toute liste (i1, - ,i,) € {1,--- ,n}" telle que sz >d
k=1

n
et ¢'il existe une liste (i1,--- ,4,) telle que Zik =det a;, ... i, #0.
k=1

Définition 2.10. On dit qu’un polynome P € K[Xy, -, X,] est symé-
trique si P (Xg(l),n' ,Xg(n)) = P (X4, -+, X,) pour toute permutation
cesS,.

Les polynomes X ,, = E X, -+ Xi,, ou k est compris entre 1 et n,
1<i1 < <ig<n
sont les polynémes symétriques élémentaires.
n

OnaXi,=Y XiSon= Y XX Opp=2XX,et:
i=1

1<i<j<n
S (X1, Xn-1,0) =2 o1 (X1, , Xm1) 1<k <n-1) (2.2)
Théoréme 2.16.
Si P eKI[Xy, -, X,] est symétrique, il existe alors un unique polynome

QEK[Xh aXn] tel qU@P(Xl,"‘ aX’n):Q(El,Tu'“ 7277,,71)-

Preuve. L’existence se montre par une double récurrence sur n > 1 et sur le degré

d>0de PeK[Xy, -+ ,X,]. Pourn =1, 0na X = X; et le résultat est acquis
pour tous les degrés avec (Q = P. Supposons le résultat acquis pour n — 1 > 1.
Si P e K[Xy, - ,X,] est un polynéme constant, le polynéome @ = P convient.

Supposons que le résultat soit acquis pour tous les polynémes symétriques dans
K[X1, -, X,] de degré au plus égal A d—1 avec d > 1 et soit P € K[Xy, -+, X,]
symétrique de degré d. Le polynéme P (Xy,---,X,_1,0) étant symétrique dans
KXy, ,Xn1], il existe @1 € K[Xy,---, X,_1] tel que :
P (X17 T 7Xn—170) = Ql (El,n—la T 7Zn—1,n—1)

= Ql (2171'7, (X17 e 7XTL—1) O) y " ;Zn—l,n (Xla e aX’n—la 0))
Le polynéme Py (X1, -+, X,,) = P (X1, -, Xpn)—Q1 (Z1,n, -+, Xn—1,n) €st, comme
le polynéme P, symétrique de degré inférieur ou égal a d dans K[Xq, -+, X,].
Comme Py (X1,-++,X,-1,0) = 0,0na Py = Y a;, .., X{" -+ X, Xin ont les
coefficients a;;, ... ;, sont non nuls et les exposants 7,, qui apparaissent dans cette
écriture sont tous non nuls. En notant 7y, la transposition (k,n), pour 1 < k < n—1,
ona:

Py (X‘rk(l)a e 7X7'k(n)) =P (Xla e an—leka—i-ly e 7X7L—15Xk)
:Pl(Xla"' aX’I’L)
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et X,, = 0 donne P (X1, -+, X¢—1,0, Xgy1, -+, Xpn—1, Xg) = 0, donc les expo-
sants iy, pour k compris entre 1 et n, sont tous non nuls et on a :

Pl = (Z Ay - ,inX{I_l o 'X;;zn_l) Xl e X’n = PQEn,n
Pour toute permutation o € S,,, on a :
Py (Xla"' 7Xn)2n,n =P (Xla"' 7Xn) =P (X0(1)7"' 7X0'(n))
=P (Xa(l)a T 7Xo(n)) En,n
ce qui entraine que P, (Xo(l), e ,Xo(n)) = P, (X4, -+ ,X,) puisque l'anneau
K[Xy,: -+ ,X,] est integre. Le polynéme P» est donc symétrique de degré stricte-
ment inférieur a d. L’hypothese de récurrence (sur d) nous assure de ’existence d'un
polynéme Q2 € K[Xy, -+, X,] tel que Py (X1, -+, X,) = Q2 (Z1n,- -, Bnn) €t
finalement :
P(le"' )Xn) = Pl (X17”' )Xn)+Q1 (Zl,na"' 7En—1,n)

= Q? (El,ru o 7En,n) En,n + Ql (Zl,ny T 7277,71,71)

= Q (El,na T 7Zn,n)
ol Q €K[X1,”' 7Xn]

Montrer I'unicité d’un tel polynéme @ est équivalent a montrer que ’égalité

Q (X1, s Znn) = 0 est uniquement réalisée pour le polynéme nul. Pour ce faire,
on raisonne par récurrence sur n > 1. Pour n = 1, c’est clair puisque ¥ ; = X;.
Supposons le résultat acquis pour n — 1 > 1 et raisonnons par récurrence sur le
degré dde Q (X1, -+ , Xppn) - Pour Q constant c’est clair. En supposant le résultat
acquis pour les polynémes a n variables de degré au plus égal a d —1 > 0, on se

donne @ € K[Xy,---,X,] de degré d tel que Q (X1,n,-- - ,2n,n) = 0. La division
euclidienne dans K [X1,---, X,,_1][X,] de Q par X,, s’écrit :

Q(Xlal" 7X’I’L) :S(Xla 7Xn)Xn+R(X17 7Xn—l)

et la condition @ (X1, -+ ,Xn,n) = 0 nous donne par évaluation en X,, = 0, te-
nant COmpte de (22) ) 0= Q (El,n—la e azn—l,n—ly 0) =R (El,n—h Tty En—l,n—l)
et en conséquence R = 0 (hypothese de récurrence sur n). On a alors :

0= Q (Zl,na e 72n,n) =5 (El,ru e 7En,n) En,n

soit S (Z1,m, -+, 2n,n) =0 avec S de degré au plus égal a d — 1, ce qui équivaut a
S =0 (hypothese de récurrence sur d). D’ou ["unicité de Q. O

2.9 Exercices

Exercice 2.1. Montrer que si l’ensemble E a au moins 3 éléments, alors

le groupe S (E) n’est pas commutatif (voir aussi le lemme 2.3).

Solution. Soient x1,x9, x3 distincts dans F et 71 = (21,22),72 = (x2,23). On a
TooT (1) =23 et T 0Ty (x1) = 29 # x3. Donc 7o 07y # 71 02 et S (E) n’est pas
commutatif.
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Ezxercice 2.2. On suppose que card (E) = n > 2. Montrer que, pour 2 <

r<n,dansS (E)ilya <n> (r=1) = cycles d’ordre v distincts.
r

n!
r(n—r)!

Solution. Pour définir un r-cycle, on choisit d’abord une liste (z1,--- ,z,) dans
E ilyaA] = r!(n
r

{z1, -+ ,2,.} de E, les r permutations circulaires :

n!
) = ﬁ possibilités. Pour un tel choix de la partie
n—r)!

(xly"' axr)v (332,1‘3,"' axrvx1)7 7(x7'7x17"' axr—l)

donnent le méme cycle, les autres permutations donnant des cycles différents, il y
T

A
a donc — = (r — 1)! (n) possibilités.
r r

Ezxercice 2.3. Montrer que si 0,0’ sont deuz cycles tels que l'intersection
Supp (o) N Supp (¢') soit réduite a un point, alors oo’ est un cycle.

Solution. Soient o = (z1,22, - ,2,) et o' = (2], 25, -, 2.) deux cycles tels que
Supp () NSupp () = {zx}. Si j est Uentier compris entre 1 et s tel que ), = 27,
on a alors :
/ / ! ! /
g0 = (m/c-‘rla Ty L1yttt axk) (xkvxj+17 R A 71“7'71)
/ / / !
= (xk-‘rla"' y Ly LTyt 7xkaxj+1a"' y Ly Lyt ax_j—l)

Ezxercice 2.4. On suppose que card (E) > 3. Montrer que pour toute per-
mutation o € S (E)\{Idg}, il existe une transposition qui ne commute pas
do.Onadonco ¢ Z(S(E)) et on retrouve le fait que Z (S (E)) = {Idg} .

Solution. Sio € S (E)\{Id}, il existe x € E tel que y = o (x) # z. On se donne
z € E\{x,y} (F a au moins 3 éléments) et 7 est la transposition 7 = (y, z) . Avec :

or(x)=0c(x)=yetTo(x)=7(Yy)=2#y

on déduit que o # To et 0 ¢ Z (S (F)).

Ezxercice 2.5. Montrer que S3 est, 4 isomorphisme prés, le seul groupe
d’ordre 6 non commutatif.

Solution. Soit G un groupe non commutatif d’ordre 6. Le théoreme de Cauchy
nous dit qu’on peut trouver dans G, un élément g d’ordre 2 et un élément h d’ordre
3 (ce qui peut se montrer ici directement). On vérifie alors que

G={g'n ;i=0,1letj=0,1,2}
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Pour cela il sufﬁt de vérifier que les g'h sont deux & deux distincts. Si g'hd = g% b7,
on a alors ¢=" = hi'7 e (g) N (h) = {1} ({g) N (h) étant contenu dans (g)
d’ordre 2 et dans <h) d’ordre 3 a un ordre qui divise 2 et 3, cet ordre est donc
1). On a donc ¢* = hJ'~7 = 1, donc 2 divise i — i’ € {—1,0,1} et 3 divise
j—j € {-2,-1,0,1,2}, ce qui entraine i = i’ et j = j'. L’application ¢ de
G dans S3 définie par ¢ (g'h?) = 7{~7{ pour tout (i,7) € {0,1} x (0,1,2) réalise
alors un isomorphisme de groupes de G sur Sz. En effet, cette application est
bijective puisque les applications (i, ) — g'h? et (i,j) + 7{~] sont bijectives de
{0,1} x (0,1,2) sur G et S3 respectivement. Le fait que c’est un morphisme de
groupes provient des égalités hg = gh? et h’g = gh dans G et S3 (avec (g,h) =
(11,71) dans ce cas). En effet, on a hg ¢ {1g,g, h, h2,gh} (comme g est d’ordre 2
et h d’ordre 3, hg = 1¢ donne h = g, hg = g donne h = 1, hg = h donne g = 14,
hg = h? donne g = 1¢ et hg = gh n’est pas possible car G est non commutatif),
donc hg = gh? et h?g = hgh? = gh* = gh. Tenant compte de ¢ (gihj) = 7ivy]
pour tout (i,5) € Z2, il en résulte que pour g*h?, ¢" hi" dans G, on a :

g Rt i =0
o gt sii =1et j=0
g'h’ gt h = 12 . .
GTIh 2 sii =1letj=1
gTIRI Tl g =1et j=2

et :
Tﬁ’{ﬂ *Tlfyl 'yl sii’' =0
1+1
i i1 ~i —Tl Tl’y SlZ—letj—O
w(glhj.gl hj)_ H—l ;+2_ 1 _ _ _
T 7'17'17171 *7'1’?1 7171 sii/=1letj=1
fHV{ R 717171’71 = Tl’yl 7171 sii'=1et 7] =2

W) (1) sid =0
i)gp(ghjj sity=1etj=0
ih)(p(ghj/) sii/f=1letj=1
Z4hQ)<,0(ghjl) sit/=1etj=2

=0 (g'h) ¢ (gi/hj')

On peut se passer du théoreme de Cauchy pour cet exercice. Comme G est non
commutatif, il n’y a pas d’élément d’ordre 6 (sinon G est cyclique). Si tous les
éléments de G\ {1} sont d’ordre 2, le groupe est alors commutatif. Il existe donc
un élément d’ordre 3. Si tous les éléments de G\ {1¢} sont d’ordre 3, on a alors

g # g ! pourtout g # 1g et G\ {1g} = U {g,97 "'} serait de cardinal pair, ce qui
g#e
est absurde. Il existe donc dans G \ {1¢} au moins un élément d’ordre 2. En fait,

de manieére plus général, un groupe d’ordre 2n avec n > 1 a au moins un élément
d’ordre 2. En effet, pour n = 1, c’est clair et pour n > 2, §’il n’y a pas d’élément
d’ordre 2, on a alors g # g~! pour tout g # 1g et G\ {lg} = U {g,97'} serait

g7e
de cardinal pair, ce qui est en contradiction avec card (G \ {1g}) = 2n — 1.
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Ezxercice 2.6. Soit 0 = (x1,x2, - ,x,) un cycle de longueur paire. Mon-
trer que o2 n’est pas un cycle.

Solution. Soit r = 2p la longueur de o avec p > 1. Pour p = 1, 02 = Idg n’est
pas un cycle et pour p > 2, on a :

O’I“baz (.131) = {$1,$3, e ,Zligp_l} et O’I“baz (332) = {$2,$4, e ,ZIIQP}

et 02 n’est pas un cycle.

-

Ezxercice 2.7. Soit 0 = (x1, 22, ,2,) un cycle de longueur r > 2.

1. Montrer que, pour x € Supp (o) et j € Z, on a :
(07 () = z) « (r divise j)
2. Montrer que pour tout entier m € Z, on a :

0 sir divise m
Supp (o) sir ne divise pas m

Supp (¢™) = {

3. Montrer que, pour tout x € Supp(o) et tout m € Z, on a
card (Orb,m (z)) = !

rAm’
4. Montrer que, pour m € 7Z non multiple de r, o™ est un cycle si, et
seulement si, m est premier avec 7.

\

Solution.

1. Sir divise j, on a alors 0/ = Id et 07 (x) = & pour tout x € E. Réciproquement,
supposons que ¢/ (z) = x pour z = z; € Supp (o). On a alors o7 (z;) =
o7tF=1(z1) et en effectuant la division euclidienne de j + k& — 1 par r, on a
j+k—1l=gqr+pavec0<p<r—1eta,=0'(r;)=0P(x1) = xps1, ce qui
équivaut a p+ 1 = k. Il en résulte que j+k=qgr+p+1=qr+k, soit j = gr,
c’est-a-dire que r divise j.

2. Sir divise m, on a alors ¢™ = Id et Supp (¢™) = (. S’il existe € Supp (o) tel
que z ¢ Supp (¢"), on a alors ¢ (x) = x et r divise m. Il en résulte que si r
ne divise pas m, on a alors Supp (o) C Supp (¢™) et Supp () = Supp (¢”) du
fait que l'inclusion Supp (¢") C Supp (o) est vérifiée pour tout entier relatif m.

3. Sir divise m, on a alors ¢™ = Id, Orbym (x) = {z}, rAm =ret:

card (Orbym (z)) =1 =

Sinon, 0™ (x) # x et card (Orb,= (x)) > 2. En notant ¢ le pged de m et r, on a
m = dmy, r = Ory avec 1 > 2 (sinon r = § divise m), les entiers 1 et m; étant
premiers entre eux, (6™)" (z) = ™" (x) = ¢™" (z) = 2 et pour k compris
entre 1 et 11 — 1, (6™)F (z) = 6™ (z) # = (sinon r = dry divise mk = dmyk,
donc 7y divise m1k et ry divise k puisque 71 A my = 1, ce qui est incompatible
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avec 1 <k <r;—1). On a donc Orb,m (z) = {w,crm (), , (™) (x)} et

cette orbite est de cardinal 1 = .
rAm

4. Si m est premier avec r, on a alors :
Supp (¢™) = Supp (o), card (Orbym (1)) = r = card (Supp (¢™))

et Orbym (1) C Supp (6™), donc Orbym (x1) = Supp (¢™) et ™ est un cycle.
Sinon on a 2 < card (Orb,m (x1)) =

moins deux ¢"-orbites non réduites a un point, donc ¢™ n’est pas un cycle.

< r = card (Supp (¢™)) et il y a au

Ezxercice 2.8. Donner la décomposition en produit de cycles deux a deux

disjoints de o € S, définie par o(k) = n + 1 — k pour tout k €
{1,--- ,n} (elle inverse lordre des entiers 1,--- ,n).

Solution. Onaa—(n n-1 n—9 ... 2 1

n=2pavecp >1,onaalorso(k)=2p+1—keto?(k)=c2p+1—-k)=k
pour k=1,--- ,p (et 2p+1—k=2p,--- ,p+ 1), ce qui donne :

. Si n est pair, soit

o=(L2p)(2.2p—1)---(pp+1)
Si n est impair, soit n =2p+ 1 avecp > 1,on a:
o(k)=2p+2—k, o*(k)=0(2p+2—-k) =k

pourk=1,--- p(2p+2—k=2p+1,--- ,p+2)eto(p+1)=p+1 ce qui donne
o= (1,2p+1)(2,2p) - (p,p+2). Donc o est produit de transpositions eux a
deux disjointes et est d’ordre 2 (ce qui se voit directement sur sa définition).

Ezxercice 2.9. Soient 0,7 deux permutations dans S (E)\{Idg} . Exprimer
L en fonction de

la décomposition en cycles deux a deuz disjoints de oyo™

celle de .
P
Solution. Si v = nyj est la décomposition en cycles disjoints de +, alors
j=1
P
0”)/0'_1 = H (Uvja_l) est celle de a'ya_l puisque pour 7y; = (ajl, s ,xr), on
j=1
aovyjot = (o(z1), -+ ,0(x,)) et les supports de ces cycles sont 2 & 2 disjoints

du fait que o est bijective.

1 2 3 4 5 6
2 3 45 17

Exercice 2.10. Soit o = (

78 2009
6 8 ) Calculer o .
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Solution. o = (1,2,3,4,5) (6,7) = 7 est d’ordre ppcm (5,2) = 10. En effectuant
la division euclidienne, on a pour tout entier relatif m = 10g+r ou 0 < r < 9,
o™ =¢". Ce qui donne :

02009 — 59 = 4979 = 417 = (5,4,3,2,1) (6,7)

-
5 6 7 8
4 7 6 8

[ Ezxercice 2.11. Quel est l'ordre maximal d’un élément de Ss. ]

Solution. La décomposition en cycles disjoints d'un élément de Ss \ {Id} (Id
est d’ordre 1) est formée soit d'un r-cycle avec 2 < r < 5, soit d’un 2-cycle et
d’un cycle d’ordre 2 ou 3 et cet ordre est au maximum 6, qui est atteint pour
(1,2)(3,4,5).

Ezxercice 2.12. Soit o un cycle de longueur v > 2 et m un entier relatif
non multiple de r. Que dire de la décomposition de c™ en cycles deuz d
deux disjoints ¢ (On peut utiliser Uexercice 2.7).

Solution. Avec 'exercice 2.7, on a vu que ¢ est un cycle si, et seulement si,
mAr = 1. Pour m Ar # 1, on a Supp (6”) = Supp (0), et card (Orbom (z)) =
r
pged (r,m)
un point forment une partition de Supp (¢™), il en résulte que ¢™ est produit de

r

> 2 pour tout & € Supp (¢). Comme les c™-orbites non réduites a

pged (1, m) cycles disjoints, tous de longueur . On retrouve le fait que

pged (r,m)

r
™ est d’ordre ———.
7 N pged (r,m)

Exercice 2.13. Montrer directement par récurrence sur n > 2, que S (E)

est engendré par les transpositions.

Solution. Pour E = {z1,22},0onaS (F) = {Idg, (z1,22)} . Supposons le résultat
acquis pour les ensembles de cardinal n — 1 > 2 et soit E de cardinal n. Soient
o€ S(E).Sio=1Idg, onao =72 pour toute transposition 7. Sinon il existe
x € E tel que y = o (x) # x. En désignant par 7 la transposition 7 = (z,y), on
a 7o (z) = z et la restriction de 7o & F = E \ {2} est une permutation de F, elle
s’écrit donc comme produit de transpositions et 7o = 771 --- 7. ou les 75 sont des
transpositions de E qui laissent fixe x. Il en résulte que ¢ = 77 - - - 7,- est produit
de transpositions.

Cette démonstration montre aussi que si {7y, , 7.} est une famille de trans-
positions qui engendre S (F), on a nécessairement r > n — 1.
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Ezxercice 2.14. Montrer que, pour tout entier n > 3, S,, est engendré par
(1,2) et (2,3,---,n).

Solution. Comme §,, est engendré par les (1,k) ou 2 < k < n, il suffit de
montrer que chaque transposition (1, k) est dans le sous-groupe G de S,, engendré
par (1,2) et (2,3,---,n). On a déja (1,2) € G. En notant oy, = (2,3, -- ,n)k*2
pour 3<k <n,onaog(l)=1,04(2) =k, et (1,k) =0y (1,2) 0, ' € H.

Ezercice 2.15. Déterminer la signature de la permutation :
(1 2 3 4 5 6 7 8
=51 23 4756 8

Solution. On a o = (1,5,4,3,2) (6,7) et £(0) = (=1)°"" (=1) = —1. On peut
aussi écrire o comme produit de transpositions, ¢ = (1,5) (5,4) (4,3) (3,2) (6,7)
et e (o) = (=1)° = —1.

Ezxercice 2.16. Donner la liste de tous les éléments de Ay en précisant
leurs ordres.

Solution. On note 7;; la transposition (¢, j) dans S, pour 1 <i# j < 4. On a
dans le groupe Ay les 12 éléments distincts suivants :

— l’identité;

— les 3 éléments d’ordre 2 : 712 0 T34, 713 © To4, T23 © T14 (le produit de deux
transpositions de supports disjoints est d’ordre 2 puisque ces transpositions
commutent) ;

— les 8 éléments d’ordre 3 : (2,3,4), (2,4,3), (1,3,4), (1,4,3), (1,2,4),
(1,4,2), (1,2,3) (1,3,2) (un 3-cycle fixe un élément de {1,2,3,4} et il y en
a deux qui fixent k, pour k = 1,2, 3,4)

4!
et on a ainsi tous les éléments puisque A, est de cardinal 5= 12.

FExercice 2.17.

1. Soient G un groupe d’ordre 2n et H un sous-groupe de G d’ordre n (donc
d’indice 2). Montrer que g*> € H pour tout g € G.

2. Montrer que Ay (qui est d’ordre 12) n’a pas de sous-groupe d’ordre 6.

Solution.

1. Soit g € G.Sig € H, on a alors g2 € H puisque H est un groupe. Si g ¢ H, on a
alors gH # H et G/H = {H,gH}, ce qui nous donne la partition G = HUgH.
Si g% ¢ H, il est alors dans gH et s’écrit g> = gk avec k € H, ce qui entraine
g =k € H qui est en contradiction avec g ¢ H.
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2. Si H est un sous-groupe de Ay d’ordre 6, on a alors 02 € H pour tout o € Ay.
Si o € A, est un 3-cycle, il est alors d’ordre 3 et 0% = o, c’est-a-dire que o = 72
avec v =02 =o' € A,,. Donc H va contenir tous les 3-cycles, soit 8 éléments,

ce qui n’est pas possible.

Ezxercice 2.18. Montrer que, pour n > 4, les produits de deux transposi-
tions disjointes sont conjugués dans A (FE) .

Solution. Soient o = (x1,x2) (v3,24) et o' = (2}, x}) (x4, 2)) deux produits de
deux transpositions disjointes. En désignant par 7 une permutation dans S (E)
telle que 7 (x3) =z, pour 1 <k <4, ona:

0Tt =1 (21, 20) T T (23, 24) T = (7 (1), 7 (22)) (T (23), T (24))

= (21, x/2) (Ig7$4) =0
(ce qui prouve que o et ¢’ sont conjuguées dans S (F)). Si 7 € A (FE) c’est terminé,
sinon v = (a4, 2) 7 est dans A (F) et :

yoy Tt = (v (21) 7 (22) (v () , 7 () = (2, 2%) (a), 2%) = &

/

Ezxercice 2.19. Montrer que A(E) est stable par tout automorphisme de

S(E).

Solution. Si ¢ est un automorphisme de S (E), alors pour tout 3-cycle o € A (E),
¢ (o) est d’ordre 3 dans S (F). Comme ¢ (o) est produit de cycles et lordre de
¢ (o) est le ppem des longueurs de ces cycles, ils sont nécessairement tous d’ordre
3et (o) € A(E). De maniere plus générale si E, F' sont deux ensembles de méme
cardinal et ¢ une bijection de E sur F|, on lui associe naturellement ’application
®:0€S(E)— pooop ! quiréalise un isomorphisme de groupes de S (E) sur
S (F) . Le raisonnement fait avec 'exercice précédent nous montre que la restriction
de @ & A (F) réalise un isomorphisme de groupes de A (E) sur A (F).

Ezxercice 2.20. Décomposer en produit de 3-cycles dans A7 la permutation

(123456 7
7=\ 23 456 7 1)

Solution. On a la décomposition en produit de transpositions :
0= (17 2) (27 3) (37 4) (4a 5) (53 6) (6’ 7)
donc € (0) =1 et 0 € Ay. Puis :

o =1(2,3,1)(4,5,3)(6,7,5) = (1,2,3) (3,4,5) (5,6, 7)
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Ezxercice 2.21. Pour n > 3, montrer que les 3-cycles v, = (1,2,k) ou k
est compris entre 3 et n engendrent A,,.

Solution. Il suffit de montrer que tout 3-cycle peut s’écrire comme produit de
cycles du type (1,2, k). Pour i, j, k distincts de 1,2, on a :

(i,5, k) = (1,2,4) (2,5,k) (1,2,0) " et (2,5.k) = (1,2,5) (1,2,k) (1,2,5) "

(exercice 2.2). On peut aussi procéder par récurrence. Pour n = 3, c’est vrai
(As = ((1,2,3))). Supposons le résultat acquis pour n > 3 et soit o € A, ;1. Si
oc(n+1) = n+1, alors la restriction de o a {1,--- ,n} est dans A, donc elle
s’écrit comme produit de v, avec 3 < k < n et il en est de méme de o. Sinon,
oc(n+1)=j<netavec:

(it 00) (4 1) = (ki 0%) () = (k) (1) = n+1

on déduit que o/ = '7;-111 ovjo0 € Apyq est produit de v, avec 3 < k < n et
0:7;1 0 Ypy1 00 :7]2-0')/”“ oo’ est produit de v, avec 3 < k <n+ 1.

Ezxercice 2.22. Pour n > 3, montrer que les 3-cycles (k,k+ 1,k +2) ou
k est compris entre 1 et n — 2 engendrent A,,.

Solution. A, étant engendré par les 3-cycles v, = (1,2,k) ou 3 < k < n,
il suffit d’écrire chaque 7, comme produit 3-cycles du type (j,7+ 1,75+ 2) et
(i+1,i+2) " = (i+2i+1i)oul <ij<n—2 Pourd<k<n,on
a:

(1,2,k) = (k— 1,k k+1)(1,2,k—1) (k— 1,k k+1)""

Pour k =4, on a (1,2,k — 1) = (1,2,3) et c’est terminé, sinon on utilise 1’égalité
(1,2k—1) = (k—2k—1,k)(1,2,k —2) (k— 2,k — 1,k) " et on continue ainsi
de suite si nécessaire. Pour k = 3, le cycle (1,2, 3) est de la forme souhaitée.

Ezercice 2.23. Déterminer, pour n > 4, le centre Z (A(FE)) du groupe
A(E).

Solution. Si o € A(F)\ {Id}, il existe alors x € E tel que y = o (x) # z.
On se donne z € E\ {z,y,0 (y)} (E a au moins 4 éléments) et v est le 3-cycle
7= (2,y,2) € A(E). On a alors 0y (z) = o (y) et yo (z) =y (y) =z # 0 (y),
donc oy £~yo et o ¢ Z (A(FE)). Le centre de A (F) est donc réduit & {Id} . Pour
n =3, A(E) est cyclique, donc commutatif et Z (A(E)) = A(F).

Ezxercice 2.24.
1. Montrer que, pour n > 5, deuzx 3-cycles sont conjugués dans A(E) .

2. Vérifier que ce résultat n’est pas vrai pour Ay.
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3. En déduire que, pour n > 5, le groupe dérivé D (A (FE)) de A(E) (i.e. le
groupe engendré par les commutateurs (o, 7] = oro 177! oti o et T sont

dans A (E)) est A(E).

Solution.

1. On sait déja que deux 3-cycles sont conjugués dans S (F) (exercice 2.2). Soient
v = (21, 22,23) et v = (2], 2%, %) deux 3-cycles. On se donne une permutation
o € S(E) telle que o (z) = z}, pour k = 1,2,3 et on a alors v/ = oyo~'. Si
o € A(E), cest terminé, sinon en prenant z4,xs dans FE \ {z1,22,23} (E
a au moins 5 éléments), la permutation o/ = (z4,x5) 0 est dans A(E) avec
o' (z1) = x}, pour k = 1,2,3 et on est ramené au cas précédent.

2. Ce résultat est faux pour n =4. Si v = (1,2,3) et v/ = (2, 3,4) sont conjugués
dans Ay, il existe alors o € Ay telle que (2,3,4) = oyo~ ! = (o (1),0(2),0(3))
et on a nécessairement o (4) = 1. On parcourant la liste des éléments de Ay
(exercice 2.16), on voit que o = 793 0 714, ou 0 = (1,3,4), ou o = (1,2,4) et
oyo~t = (4,3,2) # 4, ou oyo! = (3,2,4) # ', ou oyo ! = (2,4,3) # ~.
Les cycles v et 7/ ne sont pas conjugués dans Aj.

3. Comme A (F) est engendré par les 3-cycles, il suffit de montrer que tout 3-cycle
est dans D (A (E)). Si v est un 3-cycle, il en est de méme de v~! = 42, donc
72 est conjugué a v dans A(E), c’est-a-dire quil existe o € A(FE) tel que
Y =0c"tyoety=y"to"vo € D(A(E)).

Exercice 2.25. Montrer que, pour n > 2, S, est isomorphe a un sous-

groupe de A, o.

Solution. On associe a la transposition 7 = (n + 1,n + 2) Papplication :

@ : Sn — .An+2

ocsioceA,
o .
Toosio ¢ A,

On vérifie facilement que ¢ est un morphisme de groupes. Pour o,0’ dans S,,, on
a:

(00") = oo'si (ceA,eta’ € Ay) ou (0 ¢ Ay et o’ ¢ A,)
PUT)I= 10000 s (ceA,eta" ¢ A,) ou (0 ¢ A, eto' €A,)

= (o) p (o)

puisque 7 commute & S,, et 72 = Id. Si p (o) = Id, on a o = Id pour o € A, ou
700 = Id pour o ¢ A,, mais ce dernier cas équivaut & o = 7 qui est impossible
puisque o et 7 sont de supports disjoints. Le morphisme ¢ est donc injectif et S,,
est isomorphe a un sous-groupe de A, 1.
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Exercice 2.26. On se propose de montrer que, pour n = 5, A(E) est
simple (i.e. n’a pas de sous-groupes distingués autres que lui méme et {Id}).

1. Donner une description de A (E) en classant ses élément en fonction de
leur ordre.

2. Montrer que A(E) est simple.

\

Solution.

1. Pour n = 5, notons E = {x1,22,23,%4,25} et pour 1 < i # j < 5,75 la
transposition (z;,x;) dans S (E). On décrit d’abord le groupe A (E) . Dans ce
groupe, on a les 60 éléments distincts suivants :

— lidentité;

()6

— 2222 — 15 éléments d’ordre 2 donnés par le produit de deux trans-

pos21tions de supports disjoints : 712 © T34, T12 © T35, T12 © T45, -+ (deux
transpositions de supports disjoints commutent et leur produit est d’ordre
2);

— 2(2) = 20 cycles d’ordre 3 distincts (un méme support a 3 éléments donne
2 cycles) ;

— 41 = 24 cycles d’ordre 5 : (21,9, 23,24,5), (21,23, T4, 25,22), -+ (si

7> =1, alors 7! = 4* € A(E) et v € A(E)). On a ainsi tous les
5!
éléments puisque A (E) est de cardinal 3= 60.
2. Soit H un sous-groupe distingué de A (F) non réduit a {Id}. Si H contient un
3-cycle, il les contient alors tous puisqu’ils sont conjugués et H = A (E) puisque
les 3-cycles engendrent A (E) . Si H contient un produit o = (x,y) (z,t) de deux

transpositions de supports disjoints, il contient alors, pour u € E \ {z,y, z,t},
le commutateur :

- -1
o(@,y,u) 0 (z,y,u) = (0(x),0(y),0 () (uy,2)
= (y.z,u) (u,y, %) = (z,y,u)
(o € H, donc 0! € H puisque H est un groupe et (z,y,u) o (z,y,u)" ' € H
puisque H est distingué) qui est un 3-cycle, donc H = A (F).
Si H contient un 5-cycle o = (z,y, z,t,u) , il contient alors le commutateur :

(@,y,2) 0 (2,9.2) o7 = (@,y.2) 0 (z.y,2) 0! = (,,2) (0 (2) 0 (y) .0 (x))

= (z,9,2) (t,2,9) = (y, 1, 2)
qui est un 3-cycle, donc H = A(F).

Ezercice 2.27. card (As) = 60 n’étant pas multiple de card (Sy) = 24, il
n’existe pas de morphisme de groupes injectif de Sy dans As. On se propose

de montrer avec cet exercice que pour n > 2, il n’existe pas de morphisme
de groupes injectif de S, dans A, +1.

f

—
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1. Montrer le résultat pour n =2 et n = 3.
2. Montrer le résultat pour n pair.

3. On suppose que n = 2p + 1 est impair avec p > 2 et qu’il existe un
morphisme de groupes injectif ¢ de Sapi1 dans Aspio. On note H =
Im(p) et E = Agpra/H est ensemble quotient des classes d gauche
modulo H.

(a) Montrer que Uapplication :

’(/): A2p+2 — S(E)
o — (yH — ovyH)

est un morphisme de groupes (action par translation & gauche de
Aopio sur E).

(b) Conclure en utilisant le fait que Agpio est simple.

Solution.

1. Pour n = 2, on a S = {Id,(1,2)} qui est d’ordre 2 et Az qui est d’ordre 3,

. On suppose que n > 4. Comme S,, est d’ordre n! et A, 11 d’ordre

il ne peut donc exister de morphisme de groupes injectif de Sy dans Az. Pour
n =3, Sz est d’ordre 6 et A4 n’a pas de sous-groupe d’ordre 6 (exercice 2.17),
il ne peut donc exister de morphisme de groupes injectif de Sz dans Aj4.

2
1)!
%, ce qui revient a dire que n + 1

, une

condition nécessaire est que n! divise
est pair, ou encore que n = 2p + 1 est impair avec p > 2.

Comme ¢ est injectif, H = Im(¢) est un sous-groupe d’ordre (2p+ 1)! de
Agpio et Pensemble quotient £ = Ay, 9/ H des classes & gauche modulo H est
(2p+2)!

de cardinal ——
2(2p+1)!

=p+1

(a) Pour o,v dans Aspio, 0yH est dans E; oyH = 07 H entraine vH =
7' H, donc 9 (o) est injective et v'H = oo~y H avec 01y € Agpio et
o~ '4'H € E, donc v (o) est surjective et c’est bien un élément de S (E);
pour o,0’,y dans Agpyo, ona ¢y (o0’) (YH) = oo'vH =1 (0) oy (0') (vH)
et ¥ (oo’') =1 (o) o1 ('), donc 9 est bien un morphisme de groupes.

(b) Comme Ajgpyo est simple pour p > 2, ker () qui est distingué dans As,10
est {Id} ou Agpyo. Avec card (S (E)) = (p+1)! et :

(2p+2)!

card (Agpy2) = 3

=p@P+)Cp+1)!>(p+1)!

on déduit que ¢ ne peut étre injectif et ker () = Agpt2, ce qui entraine
que pour tout o € Agpyo, ona ¢ (o) (H) = H, soit cH = H, donc 0 € H
et Agpro C H C Agpia, soit H = Agpyo avec card (H) = (2p+ 1)! et
card (Agp+2) = (p+ 1) (2p+ 1)!, ce qui est impossible.

f

—
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